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Vorwort 

Wm die nriechen in den beiden Zweigen der Mothematik, 
der neometrio und der Arithmetik , aus eigener Kraft und 
unter ünhilfeniihme der Iieiitungen anderer Vnlkor geffchaflTen 
haben, iflt unn hauptftRchlich in xwei Werken erhalten wordeUi 
in den Elementen des Euklid und der Arithmetik des 
Diophant. 

Die Schicksale beider BQcher sind nun ganz verschieden 
gewesen. Die Elemente Euklids wurden su allen Zeiten ^in 
in die Gegenwart hinein als Grundlage der Geometrie ange^ 
sehen und haben in Text- Ausgaben , Übersetzungen und Be- 
arbeitungen die weiteste Verbreitung gefunden. 

Ganz anders das Werk des Diophant. Im Vergleich 
mit dem, was die Geometrie den Griechen zu verdanken hat, 
sind die Leistungen dieses Volkes in der Algebra nur gering, 
und so konnten die Grenzen, zu denen die Griechen in dieser 
-. Wissenschaft vorgedrungen waren, bedeutend hinausgerückt 
werden, sobald man wieder sich einer wahrhaft Wissenschaft- 
liehen Thätigkeit zuwandte. Das Werk Diophants selbst hütto 
freilich den (kriechen Anregung zu weiterer Forschung geben 

können; aber diese waren, wie ein neuerer Qeschichtsschreiber 

* 

treffend sagt, am Ende des IV. Jahrhunderts langst nicht 
mehr das Volk, dem Leben gleichbedeutend war mit Fort* 
schreiten in Kunst und Wissenschfift Diophants Name war 
von dem Strahlenglanze algebraischen Ruhmes umflossen, und 
doeh ist kein griechischer Algebraiker nach ihm aufgetreten, 
; der seine Oeistesrichtung verfolgt h&tte. Man verstand kaum 

•ein Werk, und so erkllrt er sich, dafs uns nicht einmal 
Notizen Aber sein Leben hinterlassen sind^), und dab wir 

*) Alles, was wir Ober seine persönliohen YerhKltnisse wissen, 
ist in dem pag. 886 nitgeteilten Bpigramm Mo. 19 enthalten« 



IV Vorwort. 

Ton •einen Schriften nur gani wenige und flberdiee teretflm- 
melie Exemplare besitzen. 

Nur ein Grieche , der gelehrte. H5nch Mezimue PU- 
nudes, der in der ereten' Hülfte des XIV. Jahrhunderts, also 
etwa 1000 Jahre nach Diophant lebtCf hat Scholien su dem 
Werke seines grofseu Landsmannes geschrieben; er ist aber 
über die beiden ersten BOcher nicht hiuausgegaugen. Von 
diesen Scholien ist bis jetzt nur eine lateinische Obersetsung 
veröffentlicht f und zwar Ton Xylander, in dessen weiter 
unten zu erwähuender Übersetzung des 'Piophaut. 

Weit früher als die eigene» Landsleuie haben sich ilie 
Araber mit Diophant beschilftigt Besonders zu nennen ist hier 
Muhammed Abul Wafa, geboren 940 zu Buzjan in Persien, 
der von 969 bis zu seinem 998 erfolgten Tode in Bagdad 
lebte und duselbst Mathematik studierte und lehrte. Er ?er- 
fafste eine Übersetzung (einen Kommentar?) des Diophant, 
deren Wiederaufiinduug vom höchsten Interesse sein würde^ 
weil eine — freilich nur geringe — Hoffnung Torbauden 
ist, dafs Abul Wafa das Werk Diophants noch in uuyer- 
stflmmelter Oestalt vor Augen gehabt hat, dafs also mittels 
seiner Übersetzung eine Wiederherstellung erfolgen könnte. 
(Vgl. Nesselmann p. 274 ff*., Ueath p. 23 ff., Cantor p. ßa?).*^) 

VerhSltuismafsig sehr spat ist das Werk Diophants auch 

# 

*) Die wichtigeren Werke, welche ich bei der Arbsit benutzt 
habe und öfter zu erwUhneu haben werde, sind, abgesehen von den 
beiden Text-Ausgaben von liachet und 8. Format und von Xj- 
landers lateinischer ÜherseUuug, folgende: 

1) Diophautus von Alezantiria ai'ithm. Aufgaben nebst dessen 
Schrift über die Polygon -Zahlen. Aus dem Griechischen flbersetxt 
nnd mit Anmerkungen begleitet von Otto Schulz. Berlin, 1822. 

2) Nesselmann, die Algebra der Griechen. Berlin, 1842. 

3) Brasttiuue, Precis des Oeuvres Math, de P. Format et de 
TArithmetiquo de Diophante. Paris, 1853. 

4) H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum 
nnd Mittelalter. Leipzig, 1874. 

5) M. Cautor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. L 
Leipzig, 1880. 

6) T. L. Heath, Diophantos of Alexaudria; a study in the 
history of Greek Algebra. Camhridge, 1885. 



nach dem Wtederaufleben der Wissenschaften in Europa be* 
kannt geworden« Die erste Erwfthnung desselben geschah 
. von dem deutschen Mathematiker Regiomontanus (Johannes 
Maller, geb. 6. Juni 1436 su Königsberg in Franken, gestorben 
am 6. Juli 1476 zu Rom), der 1461 nach Italien ging, um 
dort Griechisch zu lernen, und der in diesem Lande eine 
Handschrift der Arithmetik Diophants sah. Ungefähr 100 Jahre 
spkter spricht ein anderer deutscher Mathematiker, Joachim 
Camerarius, von einer in der Vatikanischen Bibliothek zu 
Rom befindlichen Handschrift des Diophant, und um dieselbe 
Zeit sagt Jacob Peletarius, dafs einige die Erfindung der 
Algebra einem gewissen Griechen Diophant zuschreiben. 

Wahrend die Existenz einer Handschrift des Diophant 
in Rom deutschen Mathematikern seit etwa 1470 bekannt 
war, scheint dieselbe den Italienern selbst unbekannt geblieben 
zu sein. Erst Rafael Bombelli fafste einige Zeit vor 1672 
den Plan, eine Obersetzung zu Teroffentlichen. Er legte von den 
drei Handschriften der Vatikanischen Bibliothek diejenige zu 
Grunde, in welcher die Arithmetik in sieben Bncher geteilt 
ist (die übrigen Handschriften enthalten denselben Stoff in 
sechs Bflchem), und hatte im Verein mit einem gewissen 
Pazzi, Lehrer der Mathematik in Rom, bereits 6 BQcher Über- 
setzt, als beide wegen anderweitiger Beschäftigung die Arbeit 
liegen liefsen. Im Jahre 1572 verdffentlichte sodann Bombelli 
seine Algebra, in welche er die Aufgaben der 4 ersten Bücher 
Diophants, sowie einige Aufgaben des 5^ Buches aufnahm, 
so dafs das Verständnis des Diophant dem Bachet, wie 
dieser in der Vorrede zu seiner Ausgabe selbst erklärt, durch 
den Gebrauch des Werkes von Bombelli mehr erleichtert wurde, 
als durch Xylanders Obersetzung. 

Die erste; allerdings noch mangelhafte, aber Tollständige 
Obersetzung (in lateinischer Sprache) Teroffentlichte 1675 Wil- 
helm Xylander oder Holzmann aus Augsburg, seit 1658 
Professor in Heidelberg, nach einer dem kaiserlichen Gesandten 
am polnischen Hofe Andrejs Dudicius gehdrenden Handschrift, 
welche nach der Ansicht AtB Herrn P. Tannery mit der jetik 
itt Wolfenbflttel beBndlichen identisch ist Diese Obersstiung 
ist nngemeia selten geworden« Nessel mann, einer der be^ 



VI VonroKt 

deuWndfltea Schriftitelkr Aber Diopbanti tagt (p. 8ö8)| dttb 
es ihm nicht gelangm »ei, ein ExempUur tu Qeeiefate la be- 
kommen. Heeth (p* 49).preiat aein GlQck^ ein Exemplar in 
der Bibliothek des Trinity College tu Cambridge gefanden su 
haben. Deeeelben QlQckee kann ich mich rfihmen: die hieeige 
Stadtbibliothek^ie seit Anfang dieses Jahrhunderts die An- 
schaffung mathematischer Bücher eingestellt hat| besitzt ans 
der besseren alten Zeit noch eine Anzahl werJtToUer mathe^ 
mutischer Werke, darunter Xylanders Obersetzong des 
Diopbant 

Die erste Text-Ausgabe (mit lateinischer Übersetzung und 
vitilen Zusätzen und Erläuterungen) verdanken wir dem aus- 
dauernden Fleifse des Claude Gaspar Bachet, Sieur de Mä- 
ziriaCi der trotz körperlicher Leiden aller Schwierigkeiten! 
welche die Arbeit bot, Herr zu werden wufste. Bachet, dem wir 
auch die Auflösung der Gleichung ax-f- by*»c in ganzen Zahlen 
Xf y verdanken (Aufgaben , welche zu solchen Gleichungen 
fahren, heirsen diophantische, obwohl sich in Diophants 
Schriften keine einzige der Art vorfindet) veranstaltete seine 
1621 in Paris erschienene Ausgabe nach einer Handschrift der 
köuigl. Bibliothek zu Paris, welche er mit noch zwei anderen 
Handschriften verglich. Er ging nur zögernd an die Ver- 
öffentlichung seines grofsen Werkes; er wollte erst sehen, 
welche Aufnahme seine Arbeit finden wttrde, und deshalb liefs 
er 1612 als „avant-coureur'^ des Diopbant sciue „Problemes 
plaisuuts et delectubles qui se fönt par les nombres^' erscheinen, 
ein mit grofsem Beifall aufgenommenes Büchlein, welches in 
den letzten Jahren mehrfach neu aufgelegt worden ist. 

Einen neuen, aber mit sehr wenig Sorgfalt hergestellten 
Abdruck der Bachet'schen Ausgabe veranstaltete S. Fermat 
(Toulouse, 1070), der Sohn des grofsen Mathematikers P. Fermat, 
mit den liandbeuierkungen dieses letzteren. Seit dieser Zeil 
ist keine Text- Ausgabe erschienen. Hoffentlich wird Herr 
P. Taunory in Paris, der sich seit Jahren mit der Uevision 
dos Textes beschäftigt, bald in der Lage sein^ diese Lflcke 
auszufällen. 

Ins Deutsche wurde Diophants Schrift Qber Polygonal- 
zahlen von Poselger übersetzt (Leipzig, 1810), die Arithmetik 
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Ton 0. Schnls (Berlin, 1822). Das letitere mit der gröfsieii 
Gewissenhaftigkeit gearbeitete Werk, dem auch Poselgers 
Übersetsnng beigefügt worden ist, ist spraehlich etwas Ter- 
altet nnd überdies selten geworden, so dafs schon aus ftofseren' 
Gründen die Veranstaltung einer neuen deutschen Ausgabe, 
für wünschenswert erscheinen mofste. Freilich würde ich da- 
mit bis cum Erscheinen der nenrn Text- Ausgabe des Herrn 
P. Tannery gewartet haben, wenn dieser mich nicht selbst 
versichert bitte, dafs seine Uevision des Textes keine erheb- 
liche Änderung des Inhalts ergeben habe. 

Yon einer zusammenfassenden 'Wiedergabe der mannig- 
fachen Forschungen der neueren Zeit ül>er Diophant und 
seine Schriften mufste ich hier absehen. Ich will dem Leser 
nur das vorführen, was uns von Diophant erhalten ist. Die 
Untersuchungen über die Endung seines Namens; die Versuche, 
die man gemacht hat, die Zeit, zu der er lebte, in möglichst 
enge Grenzen einzuschliefsen; die Mutmafsungen über das 
Verhältnis der verlorenen zu den erhaltenen Teilen seiner 
Werke, über den. Inhalt der verlorenen Bchriften, über die 
Zeit, zu welcher die Verstümmelung erfolgte; die Erörte- 
rungen darüber, ob Diophant selbstindig gearbeitet oder 
vielleicht auf uns unbekanntem Wege in den Besitz der 
^ von den Indern entdeckten mathematischen Wahrheiten ge- 
langt sei; alle diese Punkte niufsten hier übergangen werden. 
Denn der Natur der Sache nach liegt das Hauptinteresse 
dabei nicht in den immer mehr öder weniger fraglich bleiben- 
den Ergebnissen, sondern in dem Gange der Untersuchung 
selbst^ und daher würde ein Eingehen darauf hier zu weit ge- 
filhrt haben. Ich verweise in dieser Beziehung auf die oben 
erwUmten Werke, in denen alle diese Fragen mit gröfs^rer 
oder geringerer AusfBhrlichkeit behandelt worden sind. 

Was nun meine Arbeit betrüR, so mu&te . allerdings die 
konekte Wiedergabe des Inhalts die Hauptsache sein; ich 
habe abeif, soweit dies mit dem Geiste unserer Sprache ver« 
triglieh war, eine treue Übersetzung gegeben, da nur bei 
einer solchen die Eigentümlichkeiten dee Originals onver« 
#iecht bleiben« 

ileine Aamerkungeii sind für Leser bestimmt, die sieh 
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attr wtDig mit Mfttli«iiiatik betchkftigt h*beiL leh habe Utr 
und dft durch . kurse, in d«n Tei^i eingeechobene und in eekige 
Klammern geseUte Bemerkungen dae Vereftindnie an erleieh* 
lern gesucht, auch in Tiden Fällen die Aufgabe allgemein 
gelöst, besonders wenn nur dadurch eine Würdigung der von 
Diophaut gegebenen Determination der Aufgabe sn enielen 
war; endlich habe ich bei manchen Aufgaben, deren Lösung 
mir verwickelt schien, den Gang dieser Lösung kurs und all* 
gemein wiederholt 

Die ZuHiitze und Bemerkungen P. Fermate, auch die min- 
der wichtigen, habe ich vollstaudig Übersetzt, und ich glaube, 
dafs diese Zugabe schon aus dem Grunde nicht unwillkommen 
sein wird, weil die Fermat'sche Ausgabe so überaus selten und 
Brassiune*s französische Obersetzung jener Zusätze eine ziem* 
lieh mangelhafte ist Dafs die Ton der französischen Regierung 
1843 bescblottsene Veranstaltung einer neuen Ausgabe Ton 
Fermate Werken, zu welcher die Kammer bereits das Geld 
bewilligt hatte (Fran9ois Arago, Oeuvres, III, p. 517 ff.), unter* 
blieben ist, dafs wir in Betreff der Varia Opera Mathematica 
auf den von B. Friedlitnder u. Sohn in Berlin hergestellten 
Neudruck augewiesen sind, während die Diophaut-Ausgabe mit 
den zum Teil doch so wertvollen Anmerkungen Fermate ganz 
zu verschwinden droht, int höchst bedauerlich, und es wäre 
wirklich von Interesse, die GrOnde zu erfahren, aus denen 
die bereits bewilligten Gelder wieder in die Staatskasse 
geflossen sind und der grofse Gedanke, die seltenen oder 
noch nicht herausgegebeuen Werke der berühmten franzö- 
sisclion Mathematiker auf Staatukosten zu voröffeutlichen, au/* 
gegeben ist. 

Die ttUgumeiuen Uemerkuugon, die sich beim Studium 
des Diuphttut autdrUngeu (Über negative und irrationale Zahlen, 
über die Auflösung der gemischt-i|uadratischen (ileichung, Qb«rr 
verschiedene Sätze der Zahlentheorio, u. s. w.) habe ich aus 
pädagogischen Gründen — der Leser verzeihe den Ausdruck -*- 
nicht in einer Einleitung sämtlich nach einander abgehandelt, 
sondern ich habe über jeden Punkt das Erforderliche an der 
Stelle gesagt, wo sich zum ersten Male Gelegenheit dazu bot 
Ein kurzes Register wird die Auffindung erleichtern. 
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Im Anhang behandle ich noch kart die figurierten 
Zahlen I nm dem Leser, welchem der Gegenstand fremd ist, 
das Btndium Ton Diophants Schrift Ober die Poljgonalsahlen 
in erleichtem; femer gebe ich Lagrange's Beweis des Satiee 
Ober die Zerlegbarkeii der Zahlen in Tier oder weniger Qna* 
drate. Endlich ftige ich no6h die arithmetischen Epigramme 
dttr griechischen Anthologie nnd das Rinderproblem des Arehi* 
medes bei 



Frankfurt a.li., im September 1890. 
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Einleitung. 



Dft ich sehe, geehrtester DioDjaias/ dafi du eifrig bemllht 
bist, die Lotung arithmetischer Aufgaben su erlemeni so habe 
ich Temuchty dir daa Verfahren wisscnflchafklich darsustellen. 
Ich beginne dabei mit der Betrachtung der Natur und der 
Beichaffenheit der Zahlen, da hierauf die ganse Sache beruht 

Der Gegenstand wird dir Tielleicht schwierig erscheinen, 
da er dir noch gana fremd ist, und Anfittger haben ja immer 
wenig Hoffnung auf Erfolg. Aber bei deinem Fleifse und 
durch meine Darstellung wird dir die Bache leicht fafslich 
werden; denn schnell lernt man, wenn Eifer und Unterweisung 
zusammenkommen. 



I. 

Jede Zahl ist, wie du unter anderem weifst, aus einer 
gewissen Menge von Einheiten zusammengesetzt; daraus geht 
henror, dafs dieselbe unbegrenzt zunehmen kann« Unter den 
Zahlen befinden sich nun: 

Quadratzahlen (tnfaymvog), d. h. Zahlen, welche ent- 
stehen, indem man eine Zahl, die dann die Seite des Quadrats 
genannt wird, mit sich selbst multipliziert; femer 

Eubikzahlen, die entstehen, wenn man eine Quadrat- 
zahl mit ihrer Seite multipliziert; weiter 

Biquadratzahlen, die aus der Multiplikation Ton Qua- 
draten mit sich selbst herrorgehen; dann 

Qttadrato*Kubikza1ilen, die man erhllt, indem man 
eine Quadratzahl mit der Kubikzahl derselben Seite multipU« 
ziert; endlich 

Kubo-Kubiksahletti die sich dureh MnltiplicAtion einer 
Kubikzahl mit sieh selbst ergeben. 



2 . EiatoitaDg. 

Indem mtu nun die Summe oder die Differeng oder das 
Produkt oder das Verhältnis dieser Zahlen su einander be- 
trachtet, oder daa VerhiUtnis entweder jeder einzelnen oder 
einer beliebigen AnziÄl deraelben su ihren Seiten ins Auge 
fafst| lassen sich eine Menge arithmetischer Aufgaben bilden, 
die jedoch auf dem Wege, den ich dir seigen will, ihre 
Lösung finden. 

II. 

Es ist festgesetzt und gcbrUuchlich geworden, dafs jede 
dieser Zahlen, nachdem sie eine kürzere Benennung erhalten 
hat, als Element der arithmetischen Betrachtung diene*). 

Das Quadrat (drivaiiig) der Unbekannten wird durch ein 
d mit [rechts oben] dazu gesetztem v, also durch 6^ bezeichnet« 
Durch Multiplikation des Quadrats mit seiner Seite entsteht 
der Kubus (xvßos)f der durch ein sc mit dazu gesetztem v, 
also durch u^ bezeichnet wird. Wird das Quadrat mit sich 
selbst multipliziert, so entsteht das Biquadrat (öuvaiiodth 
vaiiis)i welches durch dd mit beigefügtem v, also durch dd^ 
bezeichnet wird. Durch Multiplikation eines Quadrats mit dem 
Kubus derselben Seite entsteht der Quadrato-Kubus {dwa- 
lioxvßo^), dessen Zeichen dx mit einem beigefügten ^, also 
äu^ ist. Endlich erhült man durch Multiplikation des Kubus 
mit sich selbst den Kubo-Kubus {xvß6xvßog\ der das Zeichen 
XX mit beigefügtem v, also xx^ hat. 1; 

Eine Zahl, welche keine dieser Eigenschaften besitzt, son- 
dern blofs eine unbekannte Anzahl von Einheiten enthftit, wird 
einfach eine Unbekannte (akoyos a^idfio^) genannt und mit 
g bezeichnet**). 

Auch für die bestimmten Zahlen giebt es ein unver- 
änderliches Zeichen, das von dem Ausdrucke für die Einheit 
(liOPttg) hergenommen ist, uHmlich fi mit beigefügtem o, also fi*. 

*) Dieser Satz iitt auffallender Weise von Sachet weggelassen 
worden. Xylanders Übersetzung enthält ihn. Der Text lautet nach 
der WolfenbUiteler Handschrift: *£doxi^0^ ovv tnactög foihrcoy 

ii^&^^xl%hg ^ta^Uts tlvai, 

**) über iüe Erklärung dieses Zeichens lese man Heath, 
p. 67 AT. nach. 
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IIL 

Wie mtn die bestimmten Hrflchr nach ihren Nennern be- 
nennt (Drittel nach der Zahl 3, Viertel nach 4), so sollen auch 
die Brüchet welche die oben definierten allgemeinen AusdrQcke 
KU Nennern haben, nach diesen Ansdrflcken benannt werden. 
Ein Brach, dessen Nenner die unbekannte Zahl (api^fioff) 
selbst ist| soll ein einfacher Bruch {i^f^(io0t6v) heifsen, 
Ist der Nenner das Quadrat der Unbekannten, so nennen wir 
den Bruch einen quadratischen {dwaiio6t6v)\ ebenso wird 
ein Bruch beziehungsweise ein kubischer {Kvßoet6¥)f ein 
biquadratischer {dvpafiodvvaiMiirov), ein quadrato-kubi- 

ji acher {dwafioxvfia^tov) oder ein.kubo-kubischer (nvfiimv' 

ßo0t6v) genannt, je nachdem sein Nenner den Kubus, daa Bi« 

\ quadrat, den Quadrato-Kubus oder den Kubo-Kubus der Un- 

bekannten enthält 

Jeder solche Bruch erhält das Zeichen der ihm ent- 
sprechenden allgemeinen Zahl, und zur Unterscheidung wird 
diesem Zeichen ein Strich angefOgt*). 



*) Die numerischen BrUche beieichnet Diophaat in der 
Webe, dafs er neben den Zahler den Nenner so sehreibt, wie wir 
einen Exponenten schreiben wUrden, und Aber den letzten Buch« 
ttabea des Nenners einen Cireumflez setzt 

Beispiele: •, - *^ J - f \ ^^^anV\ 

80 J — KA . 5^. 

Sind Zähler und Nenner grofse Zahlen, so wird snweilen hinter 
den Zähler ip it/oplf oder fiepfov und dana der Nenner gesehrieben, 
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Bemerkenswert bt die Schreibweise der aufsteigenden Kettenbrllehe, 
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t. B. — yl — ^^f .i'. 



▼on den algebraischen Brflehen sind die eiDÜschsten die- 
jenigen, in welchen der Nenner eine Potenz der unbekannten ist 
Bei diesen werden die Nenner vg oder goif i (Bndung des 



4 SiaUtoi^r* 

IV. 

Naohd«m ich dir di« Benemumg der •inteliien Sohlen 
ma» einander geaetsi bnbe^ wende ich midi sa den Multipli- 
kationen denelben; diese werden dir um so leiehter Teret&nd- 
lieh seiny alt eie eben doreh die gewihlte Benennung sehen 
im Toraua deotlioh gemacht sind. 

Die Unbekannte giebt, mit sich selbst moltipHsiert, das 
Quadrat; mit dem Quadrate multipliziert, den Kubus; mit dem 
Kubus multipliziert, das, Biquadrat; mit dem Biquadrat mul- 
tipliziert, den Quadrato-Kubus; mit dem Quadrato-Knbus mul- 
tipliziert, den Kubo-Kubus. 

Das Quadrat der Unbekannten * giebt, mit sich selbst 
multipliziert, das Biquadrat; mit dem Kubus multiplizii'rt, den 
Quadrato-Kubus; mit dem- Biquadrat multipliziert, den Kubo« 
Kubi^. 

Endlich giebt der Kubus der Unbekannten, mit sich selbst 
multipliziert, den Kubo-Kubus. * 

V. • 

Jeder dieser allgemeinen Zahlenausdrücke liefert^ mit einem 
ihm gleichnamigen Bruche multipliziert, eine bestimmte Zahl. 

Genitiv« von «^lO^ioof oy), dv • a u. s. w. so geschrieben, ab waren 
es bestimmte Zahlen. 

Beispiele; ^ — ai^*« ^, 16 -f- ?^ — |i«ii ical i'« ^ 

9 

Ist der Zähler schon ein Bruch, so werden die Ausdrflcke ir^d- 
Itootov u. s. w. in der Regel unverkürzt geschrieben, 

%. B, — •- -f- 6 j«* — 25 — dvy«fieoiÄy « . 5* 

Wenn der Nenner ein zusammengesetzter Ausdruck ist, so wurd 
wieder h iMQlf oder fio^/bv zwischen Zähler und Nenner gesetst^ 
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VL 

Da jede bestimmte Zahl oiiTeriiiiderKeh ist und immer 
bleibt, so giebt aüch ihre Mnliiplikation mit irgend einem 
allgemeinen Ausdrucke wieder einen Aosdnick derselben Ari 

VII. 

Wenn Brüche, deren Nenner allgemeine Ausdrücke sind, 
mit einander multipliziert werden, to entsteht ein Bruch, dessen 
Nenner das Produkt der Nenner dieser allgemeinen Ausdrflcke 
ist So liefert ein einfacher Bruch, mit einem einfachen mul* 
tipliziert, einen quadratischen; mit einem quadratischen mul* 
tiplisiert, einen kubischen; mit einem kubischen multipliziert^ 
einen biquadratischen; mit einem biquadratischen multipliziert^ 
einen quadrato-kubischen; mit einem quadrato*kubischen mul- 
tipliziert, einen kubo-kubischen; so dafs also der Nenner des 
Produkts immer das Produkt der Nenner ist 

Ebenso bringt ein quadratischer Bruch, tkii einem ein- 
fachen multipliziert, einen kubischen herror; mit einem qua- 
dratischen multipliziert, einen biquadrätischen; mit einem 
kubischen multipliziert, einen quadrato-kubischen; mit einem 
biquadratischen multipliziert, einen kubo-kubischen. 

Ein kubischer Bruch liefert, mit einem einfachen mul- 
tipliziert, einen biquadratischen; mit einem quadratischen mul- 
tipliziert, einen quadrito- kubischen; mit einem kubischen 
multipliziert, einen kubo-kubischen. 

Ein biquadratischer Bruch giebt, mit einem einfachen 
Bruche multipliziert, einen quadrato-kubischen; mit einem qua> 
dratischen Bruche multipliziert, einen kubo-kubischen. 

Endlich liefert ein quadrato-kubischer Bruch, mit einem 
einfachen multipliziert, einen kubo-kubischen. 

vin. 

Weiter liefiprt ein einfacher Bruch, mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, die unbekannte Zahl selbst; mit dem Kubus* mul- 
tipliziert^ das Quadrat; mit dem Biquadrat multipliziert , den 
Knbui{ mit dem Quadirato-Knbui multipliziert^ das Biquadrat | 
mit dem Kubo-Kubus multipliziert^ den Quadratp-Kubui. 
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Ein quadratischer Bruch tieferti mit der unbekannten 
mnltiplitierti einen einfachen Bruch; mit dem Kubus mul- 
tipliaierti die Unbekannte; mit dem Biquadrat multipliaierti 
das Quadrat; mit dem Quadrato-Kubus multipliziert, deu Kubus; 
mit dem Kubo-Kubus multipliziert^ das Biquadrat« 

Ein kubischer Bruch liefert, mit der Unbekannten mul« 
tiplizierti einen quadratischen Bruch; mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, einen einfachen Bruch; mit dem Biquadrat multipli- 
ziert, die Unbekannte; mit dem Quadrato-Kubus multipliziert, 
das Quadrat; mit dem Kubo-Kubus multipliziert, den Kubus. 

Ein biquadratischer Bruch liefert, mit der Unbekannten 
multipli'/iert;^^NQen kubischen Bruch; mit dem Quadrat mul- 
tipliziert, einen quadratischen. Bruch; mit dem^ Kubus multipli- 
ziert, einen einfachen Bruch; mit dem Quadrato-Kubus mul- 
tipliziert, die Unbekannte; mit dem Kubo-Kubus multipliziert, 
das Quadrat. 

Ein quadrato-kubischer Bruch liefert, mit der Unbekannten 
multipliziert, einen biquadratischen Bruch; mit dem Quadrat 
multipliziert, einen kubischen Bruch; mit dem Kubus multipli- 
ziert, einen quadratischen Bruch; mit dem Biquadrat multipli- 
ziert, einen einfachen Bruch; mit dem Kubo-Kubus multipli- 
ziert, die Unbekannte. 

Ein kubo-kubischer Bruch endlich liefert, mit der Un- 
bekannten multipliziert, einen quadrato-kubischen Bruch; mit 
dem Quadrat multipliziert, einen biquadratischen Bruch; mit 
dem Kubus multipliziert, einen kubischen Bruch;^ mit dem 
Biquadrat multipliziert, einen quadratischen Bruch; mit dem 
Quadrato-Kubus multipliziert, einen einfachen Bruch. 

IX. 

Eine abzuziehende Zahl (iff^iff), mit einer abzuziehenden 
multipliziert, giebt eine hinzuzufügende (vffap(iff); eine abzu- 
ziehende Zahl dagegen, mit einer hinzuzufQgendeu multipliziert, 
giebt eine abzuziehende ZahL Das Zeichen der Subtraktion # 

ist ^ (ein yerstttmmeltes und umgekehrtes t)*) 

*) Dies ist das einzige Operationszeichen, welches Diophaut 
anwendet. Zahlen, die addiert werden sollen, stellt er einfach neben 
einander; Multiplikation und die. übrigen Rechnungsarten werden 
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Nachdem ich dir die MuUiplikttion der Allgemeinen Aus- 
drttcke (iJdog) erläutert habe, ' werden dir die Divisionen der- 
•elben einleuchtend sein. Gut ist es nun, ehe man weiter 
geht, sich tflchtig in der Addition, Subtraktion und MuUipH* 
kation dieser Ausdrücke tu üben. Besonders mufs man es 
verstehen, Ausdrücke von hinsnsufhgenden und absusiehenden 
Oliedenii die ungleiche Koeffizienten haben, au anderen Aus* 
drücken, die entweder nur hineuzufQgende oder teils hinzu« 
zufügende teils abzuziehende Glieder enthalten, zu addieren. 
Ebenso muls man von einem Ausdruck mit hinzuzufügenden 
und abzuziehenden Gliedern andere Ausdrücke subtrahieren 
können, die entweder nur hinzuzufügende, oder teils hinzu- 
zufügende teils abzuziehende Glieder haben. 

XI. 

Wenn nun bei irgend einer Aufgabe dieselben allgemeinen 
Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung, aber mit ungleichen 
Koeffizienten stehen, so mufs man Gleiches von Gleichem sub- 
trahieren, bis zuletzt ein eingliedriger Ausdruck einem andern 
gleichgesetzt ist. Sollten irgend welche allgemeinen Ausdrücke 
auf einer Seite oder auf beiden Seiten als abzutiehende Zahlen 
.stehen, so mufs man dieselben auf beiden Seiten addieren, so 
dab auf jeder Seite nur hinzuzufügende Zahlen sich befinden. 
Darauf hat man wieder Gleiches von Gleichem zu subtrahieren, 

durch Worte ausgedrückt um allzu grofse Weitlftufigkeiten im 
Ausdruck zu vermeiden, ist in der Oberseizung das Zeichen -f- 
ttberall, das Zeichen der Multiplikation • hin und wieder angewandt 
worden« Was die Form und Entstehung des Zeichens ^ betriff^ 
so sei auf Heath, p. 71 if. verwiesen. Übrigens sei hier schon 
bemerkt, dafs Dtophant negative Zahlen als solche nicht kennt 
Das Zeichen T^, fllr welches in der Übersetsung — gesetst ist, ist 
ihm nichts anderes als ..ein Subtraktionszeichen. Bei zusammen* 
gesettten Ausdrücken stellt er die positiven OÜeder voran und 
libt dann alle negativen folgen; vor das erste der lettteren sehreibt 
tr das Zeichen T. Ein allein stehendes subtraktives Glied kommt 
nirgend vor. Aus diesem Grunde habe ich in der Obersetsung 
die Ausdrücke positiv und negativ Termieden und dafür — der 
Sache entspreehend -^ hinzuzufügend und absusiehend gesagt 
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bin auf jed«r Seite nur ein Ausdruck ttbrig int In dieser 
Weise irird so lange mit dem Ansatse der Aufgaben lerfahren, 
bis wo möglich auf jeder Seite nur ein Glied sieh befindet 
Später werde ich dir auch noch seigen, wie die Aufgabe ge- 
löst wird| wenn suletst ein sweigliedriger Ausdruck einem 
eingliedrigen gleich ist*^). 

Jetxt wollen wir uns su den Aufgaben selbst wenden, au 
deren Lösung die Ergebnisse, welche die Betrachtung der all- 
gemeinen Zahlenausdrucke geliefert hat, einen breiten Weg 
geschaffen haben. Da es aber sehr ¥iele und sehr grofse 
Zahlen giebt, und sie daher nur schwer ¥on den Lernenden 
erfafst und im Gedächtnis behalten werden, so habe ich es 
fttr gut befunden, alles, was eine solche Ausscheidung ge« 
stattet, und besonders das su den Elementen Gehörende zuerst 
KU behandeln und dabei, wie es sich gebflhrt, ¥om Einfacheren 
cum Schwierigeren überzugehen. Auf diese Weise wird alles 
dem Anfanger leicht zugänglich werden, und das Verfahren 
wird sich seinem Gieduchtnisse einprägen. 

Ich werde deshalb den Gegenstand in 13 BOchern behandeln. 

'^) Damit iät unzweifelhaft die Auflösung der gemi8cht-<|ua- 
dratiBchcn Gleichung gemeint, die sich übrigens in den uns er- 
haltenen Schriften Diophants nicht vorfindet 






L Buch. 

L Aufgab«. Eine gegebene Ztbl in iwei Zablen 
ton gegebener Differons «n teilen. 

AnflSsniig. Die gegebene Zahl eei 100, die Different der 
sn ermittelnden Zahlen 40. Es werde die kleinere Zahl gleich 
X gesetzt; dann wird die grSfsere s -f* 40 sein; beide in- 
iammen werden also 2x + 40 betragen. Da nun ihre Sarnme 
gleich 100 sein soll, so wird 

2« + 40— ♦)100 

sein. Subtrahiert man jetst Gleiches Ton Gleichem, nSmlicli 
40 sowohl ton 2x -{- 40, wie ton 100, so bleibt 

2jr — 60, 
nnd somit wird 

« — 80. 

Wenn man diesen Wert in die Ansdrficke fttr die gesuchten 
'Zahlen einsetzt, so ergiebt sich für die kleinere Zahl 90, für 
die gr5rsere 70, und durch diese Werte wird offenbar der 
Aufgabe genfigt 

a. Anfgabo. Eine gegebene Zahl in zwei Zahlen zu 
teilen, die in einem gegebenen VerhBltnis**) tu ein- 
ander stehen. 

AuflSsong. Es werde terlangt, die Zahl 60 in swei Zahlen 
tu teilen, Ton denen die eine das Dreifache der anderen ist. 



' *) Die beiden Seiten einer Gleichung werden bei Diephant 
durch bog. (reip. üm^ bei) mit der sugehOrigen Form ton ib«» 
oder abgekfirst durch i (der Spiritus sur Unterscheidung ton i ■■ 10) 
verbunden. 

•^) Dies keifst bei Diophant flberall, dah die eine Zahl efai 
Vielfaches der andern sein soll 
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Wird die kleinere Zahl gleich x geteilt^ so wird die grBfeere 
3x seiiii denn bei dieser Annehme ist sie das Dreifache der 
kleineren. Es erübrigt uoch| dafs die Samme beider Zahlen 
gleich GO seL Diese Bumme^ ist aber 4x. Dalier ist 

» 4i; — GO, 

folglich 

« «1 16. 

Die kleinere Zahl wird somit 16, die grölaere 45 sein. 



8. AoliiEftbe« Eine gegebene Zahl so in twei Zahlen 
SU teileni dafs die eine um eine gegebene Zahl gr&fser 
sei als ein Torgeschriebenes Vielfache der anderen. 

Auflösong. Es sei aufgegeben, 80 so in zwei Zahlen sn 
teilen, dafs die gröfsere um 4 gröfser seiT als das Dreifache 
der kleineren. 

Wird die kleinere Zfihl gleich x gesetzt, so ist die griUsere 

8^ + 4) denn dann beträgt die gröfsere 4 mehr als das Drei* 

fache der kleineren. Es erObrigt noch, dals/die Summe beider 

Zahlen gleich 80 sei. Die Summe beider ist aber 4jp + 4; 

es mufs also 

4« + 4 — 80 • 

sein. Wird jetzt Gleiches ¥on Gleichem subtrahiert, so bleibt 

4a; — 7(i, 
und mau erhält 

a; — 19. 

Wird dieser Wert in dieAusdrQcke fttr die gesuchten Zahlen 
eingesetzt, so erhält man für die kleinere Zahl 19, f&r die 
grbfsere 61. Um diese letztere zu finden, mufs man zum Drei* 
fachen der kleineren Zahl die 4 Einheiten addieren, welche 
wir ¥on 80 subtrahiert hatten, um den Wert von x zu er* 
mittein. Diese tier Einheiten sind der grofseren Zahl zu- 
zuschreiben, wenn die Gr5fse ¥on x bestimmt ist. 



4. Aufgabe. . Zwei Zahlen zu ermitteln, die in einem 
gegebenen Verhältnis stehen und zugleich eine ge* 
gebene Differenz haben. 

Auflösong. Es wird verlangt, dafs die gröfsere Zahl das 
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Fünffache der kleineren sei, und dafs der Unterschied beider 

Zahlen 20 betrage. 

Wird die kleinere Zahl gleich x gesetzt, so wird die 

grSrsere gleich b» sein. Es erflbrigt noch, dafs die Differenx 

swischen bx und x gleich 20 sei. Diese Differeus ist aber 4a;; 

also ist 

Ax ^. 20, 
nnd> daraus folgt 

Es ergiobt sich also (Ar die kleinere Zahl 5^ fOr die gröfsere 25; 
bei dieser Annahme ist in der That die gröfsere Zahl das Fflnf- 
fache der kleineren und die Differens beider Zahlen gleich 20. 



6. Aufgabe. Eine torgelegte Zahl so in swei Zahlen 
zu teilen, dafs ein vorgeschriebener Teil der ersteren, 
addiert zu einem gleichfalls Torgeschriebenen, aber 
anderen Teile der zweiten Zahl, eine gegebene Summe 
liefere. 

Die gegebene Summe mufs jedoch zwischen den 
beiden Zahlen liegen, die entstehen, wenn man Ton 
der vorgelegten Zahl die beiden vorgeschriebenen 
(nicht identischen) Teile nimmt*). 

AuflSsuBg. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 so in zwei 
Zahlen zu teilen, dafs ein Drittel der ersteren, Termehrt um 
ein FOnftel der zweiten Zahl, gleich 80 sei. 

Ich setze ein Fflnllel der zweiten Zahl gleich x, so wird 



*) Diese Bedingung mafs Diophant stellen, damit negative 
Zählen, die für ihn nicht existieren, vermieden werden. Stellt 
man ntmliek die allgemebe Aufgabe: „Eine Zahl a so in swei 
Zahlen zu serlegen, dah der m^ Teil der ersteren, vermehrt um 
den «^ Teil der zweiten, die Summe h gebe^, so hat man die 
Gleichung 

zu Hsen und erhilt 

X — jj^ (ft n — n) , ^ a — « — j^^ (a - ftm) ; 

damit nun sowohl 4( wie tf — « positiv sei, mufii offenbar ftii ^ « 
und zugleich km ^ a sein, d. h. ft mulii zwischen •-- und •— liegen« 



l 



18 l B«oh. , 

diMe Mlbrt b» Mia .Dm Drittel der enteren ZaU ist nan 
SO — s, diese Zahl eelbet also 00— 8x. E« erabrigt noch, 
dafi die Siunme beider Zahlen 100 werde. Beide Zahlen geben 
aber «aiammen 2x -f- 90. Es ist also 

2^ + 00 — 100. 

Subtrahiert man Gleiches ¥on Gleichem | so bleibt 

2* — lOj 
somit ist 

Nun hatten wir ein Fünftel der zweiten Zahl gleich x gesetst» 
und da X'^b ist^ so ist die zweite Zahl 25. 

Ferner war ein Drittel der ersteren Zahl 80 — x, JLu2b, 
folglich ist die erstere Zahl selbst 75, so dafs also in der That 
ein Drittel der ersten und ein Fünftel* der zweiten Zahl die 
Torgosohriebene Summe 30 haben. 



e. Aufgabe, Eine vorgelegte Zahl so in zwei Zahlen 
zu teilen, dafs ein Torgeschriebener Teil der ersteren 
einen Torgeschriebenen Teil der zweiten um eine ge* 
gebene Zahl flhertreffe. 

Diese letztere Zahl mufs jedoch kleiner seiui als. 
die Zahl, welche man erhält, wenn man die zu teilende 
gegebene Zahl durch den Nenner des grSfseren Bruches 
diTidiert*). • 

Auflösung. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 so in zwei 
Zahlen zu zerlegen, dafs ein Viertel der ersteren um 20 gröfser 
seil als ein Sechstel der zweiten. 

e^ Auch diese Bedingung schliefst negatiTe Antworten aas. 
Die allgemeine Aufgabe führt nttmlich zu der Gleichung 

»--TT-"*! 

diese liefert fttr die gesuchten Zahlen die Werte 

m(a + hn) nja -- hm) 

M der letstere positiT sei, muls (m < a, d. L 5 < ^ Toraus« 
>rden. 
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Ich aetse ein Sechstel der sweiten ZM gleich Xf so iel 
dieie selbst Ox. Der vierte Teil der ersten Zahl wird dann 
« -f* 20, sie selbst folglich 4x^^-90 sein. Es sollen nun noch 
beide Zahlen zur Samnie 100 habea Ihre Summe ist aber 
10« + 80. Somit ist 

10« + 80 -100. 

Subtrahiert man Gleiches Ton Gleichem, so bleibt 

10« — 20, 
nnd daraus folgt 

« — 2. 

Nun hatte ich ein Sechstel der zweiten Zahl gleich x gesetzt; 
die zweite Zahl ist daher 12. Femer ist ein Viertel der ersten 
SS^hl X + 20, d. i. 22, die erste Zahl selbst also 88. 

FQr diese Werte ist in der That ein Viertel der ersten 
. Zahl um 20 grofser als ein Sechstel der zweiten, und zugleich 
haben beide die Torgelegte Zahl zur Summe. 



7« Aufgab«. Es sollen Ton derselben Zahl zwei ge- 
gebene Zahlen subtrahiert werden, so dafs die Reste 
in einem gegebenen Verhftltnis zu einander stehen. 

Auflfisnng. Es wird Terlangt, dafs man Ton derselben 
Zahl 100 und 20 subtrahiere, und dafs der gröfsere Rest das 
Dreifache des kleineren sei. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich «• Wird Ton der* 
selben 100 subtrahiert^ so bleibt x — 100, und wird Ton der- 
selben 20 subtrahiert, so bleibt « — 20. Nun soll der gröbere 
Rest das Dreifache des kleineren, folglich das Dreifache des 
klemeren gleich dem grSfseren sein. Wenn man aber den 
kleineren Rest 8mal nimmt^ so erhilt man 8« — 800. Also soll 

8« — 800 — « — 20» 

sein. Wird die [grSfsere] abzuziehende Zahl beiderseits addiert^ 

•o erldUl man 

8«»« + 280, 

und wenn man Oleiehee von Gleichem subtrahiert, 

2«i>«280} 
also iat 

«—140. 
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Nim hfttte ich die geaulshte Zahl gleiob 9 gMetsi DieM ist 
somit 140, Wird dafon 100 sabirAhiert, ao bleibt 40; tob- 
trahiert man aber 20, ao bleibt 120| «ad der grSrtere Rest 
ist das Dreifache des Ueinereni. 



8. Aufgabe, Zu swei gegebenen Zahlen eine nnd die* 
selbe Zahl xu addieren, so dafs die erhaltenen Sammen 
in einem gegebenen Verhältnis tn einander stehen. 

Es muTs jedoch dieses Verhältnis kleiner sein als 
dasjenigCi in welchem die gr5fsere der beiden ge- 
gebenen Zahlen zur kleineren steht^). 

AnflösiiBg. Es soll su^ 100 und an 20 eine nnd dieselbe 
Zahl addiert werden, die so gewählt ist, daOi die erhaltene 
grOrsere Summe das Dreifache der kleineren sei. 

Wir setzen die Zahl, welche zu, jeder der gegebenen 
Zahlen addiert werden soll, gleich x\ wird dieselbe zu 100 
addiert, so erhält man x -|- 100; wird dieselbe zu 20 addiert, 
so erliult man o; -f* ^- ^^^ ^<^" ^^^ grofsere Zahl das Drei« 
fache der kleineren, also das Dreifache der kleineren gleich 
der gröfsercu sein. Du das Dreifache der kleineren Zahl 
3a; + üO int, so wird 

Si; + GO — o: + 100 

sein. Wird jetzt Gleiches Ton Gleichem subtrahiert, so bleibt 

2x — 40, 
also wird 

i; — 20. 

Nun hatte ich die Zahl, welche zu jeder der gegebenen addiert 
werden mufs, gleich x gesetzt Fflr diese Zahl erhalten wir 
somit 20. Wenn nym 20 zu 100^ addiert, so ergiebt sich als 



*) Sind Ol k die gegehenen Zaklen, in die gegebene Ver- 
hältniszahl und a > 5, so liefert die Gleichung ^x~f «• tn für 

die gesuchte SUihl » den Wert dr •- m » i • ^^ ^^^^"^ dieser 



a 



])ositiT sei, mufs 6iii < a, also m < ? angenommen werden. 
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Summe 120; wird 20 zu 20 addiert, so erhUt man 40, und 
die fprihere dieser beiden Snramen ist wirklich das Dreifache 
der kleineren. 

0. Aulisabe. Von zwei gegebenen Zahlen eine nnd 
dieselbe Zahl zn subtrahieren, so dafs die erhaltenen 
Reste in einem gegebenen Verhältnis zn einander 
stehen. 

Es muTs jedoch dieses Verhältnis gröfser sein 
als das Verhältnis, in welchem die gröTsere der beiden 
gegebenen Zahlen zur kleineren steht*). 

AuflSsung. Es soll Ton 20 und Ton 100 eine und dieselbe 
Zahl subtrahiert werden, die so gewihlt ist, daTs der gröfsere 
Rest das Sechsfache des kleineren sei. 

Die Zahl, welche von jeder der beiden gegebenen Zahlen 
subtrahiert wird, setzen wir gleich x. Wird diese Zahl Ton 
100 subtrahiert, so bleibt 100 — x; wird sie Ton 20 sub- 
trahiert, so bleibt 20 — x. Nun soll die gr5fsere Differenz 
da^ Sechsfache der kleineren, also das Sechsfache der kleineren 
gleich der grofseren sein. Das Sechsfache der kleineren ist 
aber 120 ~ 6x; also ergiebt sich 

120 — Ca: — 100 — x. 

Wird die [grSfsere] abzuziehende Orßfse beiderseits addiert 
nnd sodann Gleiches Ton Gleichem subtrahiert^ so erhRlt man 

6« »«20} 
also ist 

^ ««■4. 

Nun hatte ich die Zahl, welche Ton jeder der beiden ge- 
gebenen Zahlen subtrahiert werden soll, gleich x gesetzt FOr 
diese Zahl finden wir somit den Wert 4. Wird 4 Ton 100 sub* 
trähiert, so bleibt 96; wird 4 Ton 20 subtrahiert, so bleibt 16, 
und der grSlsere dieser beiden Reste ist wirklieh das Seehs- 
fache des kleineren* 



•) Aus der Oleiehung ^-^ «» m folgt nlmlteh op «» ^^^^ 
und diese Zahl ist nur dann poeitiT, wenn hm>a, also m > j isi 
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10. Aufgab«. Es Bind, twei Zahlen gegeben« Man 
soll eine und dieselbe Zahl su der kleineren addieren 
und von der gröfseren subtrahieren, und die erhaltene 
Sumiae soll cur erhaltenen Differens in einem ge- 
gebenen Verhältnis stehen« 

AoflösuBg. Es soll eine und dieselbe Zahl tu 20 addiert 
und Ton 100 subtrahiert werden, und die entstandene Sunune 
soll das Vierfache der erhaltenen Differenz sein. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich x. Wird dieselbe 
zu 20 addiert, so erliült man x -|- 2i); wird sie Ton 100 sub- 
trahiert, so bleibt 100 — x. Es soll nun die gr5fsere Zahl 
(die Sumuie] das Vierfucho der kleineren [der Diflerenz], also 
das Vierfache der kleinereu gleich der grufseren sein. Wird 
die kleinere Zahl 4mal geuouimen, so ergiebt sich 400 — 4x\ 

folglich wird 

4W>~ 4a: — a: -f 20. 

Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert und Gleiches 
von Cileichem subtrahiert, so erhalt man 

bx » 380 
und daraus 

a; — 76. 

Nun hatte ich x gleich der Zahl gesetzt, die zu der einen 
Zahl addiert und von der anderen subtrahiert werden sollte. 
Für diese Zahl linden wir also den Wert 76. Wenn wir 76 
zu 20 addieren, so erhalten wir 06; wenn weiter 76 Ton 100 
subtrahiert wird, so bleibt 24, und in der That ist die grOfsere 
Zahl [96J das Vierfache der kleineren [24]. 



IL Aufgabe. Eine Zahl von der Beschaffenheit zu 
suchen, dafs, wenn man die eine von zwei gegebenen 
Zahlen zu derselben addiert, die andere von derselben 
subtrahiert, die erhaltenen Resultate in einem ge- 
gebenen Verhältnis zu einander stehen. 

Anflosung. Es wird verlangt, 20 zu einer Zahl zu addieren 
und von derselben Zahl 100 zu subtrahieren, und es soll die 
gröfserc der so entstandenen Zahlen das Dreifache der kleineren 
sein. 



, / 



'^ I. Bach. 17 

Die gesuchte Ztlil sei x. Wird 20 kü defselben addiert, 
so erhält nitn x+'ZO; wird 100 von derselben subtrahiert, so 
bleibt X — 100. Es soll nun die grbfflore Zahl [die Hummel 
das Dreifache der kleineren [der DiflterenKji also das l>reifache 
der kleineren gleich der gröfscron sein. Wird die kleinere 
Xahl mit 3 multipliziert, so ergiebt sich *Ax — 300. Folglich ist 

3j; — 300 — X + 20. 

Wird die abzuziehende Zahl, beiderseits addiert und dann 
Gleiches Ton Gleichem subtrahiert^ so erbalten wir 

2x — 320, 
nnd daraus folgt 

X — 160. 

Es wird dann die gröbere Zahl 180, die kleinere 00 sein, und die 
gröbere dieser Zahlen ist wirklich das Dreifache der kleineren. 



19. Aufgabe. Eine gegebene Zahl zweimal in je zwei 
Zahlen zu teilen, so dafs der eine Teil der ersteren 
Zerlegung zu dem einen Teil der zweiten in einem 
gegebenen Verhältnisse stehe, und dafs ferner der 
andere Teil der zweiten Zerlegung zum anderen Teil 
der ersteren gleichfalls ein gegebenes Verhältnis habe.. 

Auflösung. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 zweimal in 
je zwei Zahlen Ton solcher« Beschaffenheit zu teilen, dafs der 
gröfsere Teil der ersteren Zerlegung doppelt so grofs sei wie 
der kleinere Teil der zweiten, und dafs zugleich der grofsere 
Teil der zweiten Zerlegung das Dreifache des kleineren Teils 
der ersten sei. 

Wir setzen den kleineren Teil der zweiten Zerlegung 
gleich X, so ist der gr5fsere Teil der ersten Zerlegung 2x^ 
also der kleinere Teil der ersten Zerlegung 100 ^ 2x, Da 
aber das Dreifache, dieses Teils gleich dem gröfseren Teil der 
eweiten Zerlegung sein soll| so ist letzterer gleich 800 — 6j;. 
Jetzt sollen noch die Teile der tweiten Zerlegung tnsammen 
100 geben. Ihre Summe ist aber 800 — 6x\ also erhalten wir 

800 — 6x— 100, 
nnd daraus folgt 

X — 40. 

nUfkaal, ArltliM^ilk. fl 
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Nun hatte ick den grdberin T«il d«r «rston Zerlegung gleich 
2x geseUt; dieser wird daher 80 fein« Der kleinere Teil der- 
selben Zerlegung war 100 — 2x, und das wird 20 sein. 

Ferner hatten wir für den gr5fseren Teil der »weiten 
Zerlegung 800 — üa-; das wird also 60 sein. Der kleinere 
Teil der «weiten Zerlegung war a;; das ist 40. 

Durch diese Werte ist die Aufgabe ofienbar gelßst 



18. Aufgabe, Eine gegebene Zahl auf drei Arten 
in je xwoi Zahlen zu teilen, so dafs ein Teil der ersten 
Zerlegung zw einem Teile der zweiten in einem ge- 
gebenen Verhilltuisse stehe; dafs ferner der andere 
Teil der zweiten Zerlegung zu einem Teile der dritten 
in einem ebenfalls gegebenen Verh&ltnisse stehe; dafs 
endlich auch der andere Teil der dritten Zerlegung . 
zu dem noch nicht benutzten Teile der ersten in einem 
gegebenen Verhilltnisse stehe. 

Auflösung. Es sei die Aufgabe gestellt, die Zahl 100 auf 
drei Weisen in je zwei Teile zu teilen, dergestalt , dafs der 
gri^fsero Teil der ersten Zerlegung dreimal so gröft sei als 
der kleinere Teil der zweiten; dafs weiter der grofscre Teil 
der zweiten Zerlegung doppelt so grofs sei wie der kleinere 
Teil der dritten; dafs endlich der grofsere Teil der dritten 
Zerlegung viermal so grofs sei wie der kleinere Teil der ersten. 

Wir .setzen den kleiueren Teil der dritten Zerlegung 
gleich x\ dann wird der gri^fsere Teil der zweiten Zerlegung 
^Xf also, da beide Teile einer Zerlegung zusammen 100 geben 
mnssen, der kleinere Teil der zweiten Zerlegung 100 — . 2x 
sein. Das Dreifache dieser letzteren Zahl ist gleich dem 
grofseren Teil der ersten Zerlegung; dieser mufs daher 300 — 6x 
sein, und dann wird der kleinere Teil der ersten Zerlegung . 
(ix — 200 betragen« Da nun das Vierfache dieser Zahl gleich 
dem grofseren Teile der dritten Zerlegung ist, so ergiebt sich 
für diesen 24x — 800. 

Nun sollen noch beide Teile der dritten Zerlegung zn- 
samnien 100 ausmachen. Da die Addition dieser beiden Teile 
2bx — 800 ergiebt, so mub 
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26« — 800 — 100 
nein, lind daraus crhiilt man 

T — 3«. 

Es wird also der kleinere Teil der dritten Zerlegung 36, der 
grSfaere 64 betragen. Für den kleineren Teil der ersten Zer- 
legung ergiebt sich 16, (Ar den gr^raeren 84. Endlich wird 
der kleinere Teil der iweiten Zerlegung 28, der grSrserei 72 
sein, und es ist augenscheinlich, dafs diese Zahlen der Auf- 
gabe genQgcn. 

» 

14. Aufgabe. Zwei Zahlen Ton solcher Beschaffen- 
heit SU finden, dafs das Produkt derselben su ihrer 
Summe in einem gegebenen VerhiLltnis stehe. 

Es mufs jedoch der Wert, welchen man der einen 
dieser Zahlen [die unbestimmt bleibt) beilegt, griVfser 
sein, als die gegebene Verhftltniszahl*). 

Auflteung. Es soll das Produkt der beiden Zahlen das 
Dreifache ihrer Summe sein. 

Wir setzen dio^ eine der beiden Zahlen gleich x\ die 
andere mufs wegen der angegebenen Begrenzung gröber aU 3 
sein; dieselbe sei gleich 12. Dann ist das Produkt beider 
Zahlen 12jr, ihre 8umme x + 12« Nun soll noch 12« das 
breifache Ton x -|- 12, also das Dreifache der kleineren Zahl 
gleich der grofseren sein. [Aus 12x -■ 3x -|- 36] ergiebt sich 
X'^A, Es wird also die eine Zahl 4, die andere 12 sein» 
und diese Werte genOgen offenbar der Aufgabe. 



16. Aufgab«. Zwei Zahlen Ton solcher Beschaffen- 
heit tu finden, dafs eine jede, nachdem ihr eine be* 

*) Auch diese Beschrttnknng hat nur den Zwack, negative 
Losungen ausiusehliefsea. Die der allgemeiBeren Aufgabe ent- 
sprechende Gleichung 

ffjr mm m{x + sr) 
liefert nlmlfeb 

siy 

y — si* 
und damit x positi? sei, ist f > in Toraussnsetien. 
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Btiiomte Meuge EinheiUn der anderen hinxugefdgt 
worden aind| xu dem Iteate der anderen in einem ge- 
gebenen Verhftltnisae atebe. 

Aaflteang. Ea wird terlangt, dab die erate ZabI, nach- 
dem nie 30 Einbeiten von der zweiten empfangen, daa Do|ipelie 
den Uesteti dieser «weiten sei, und dafs xugleicb die sweite 
Za^lf nachdem sie &0 Einheiten Ton der ersten enipfangcn, 
das Dreifache des Itestes dieser ersten sei. 

Wir setzen die zweite Zahl, da bie 30 Einheiten abgeben 
soll, gleich X -|- 30; dann mufs die erste 2x — 30 sein, damit 
sie das Doppelte der zweiten werde,, nachdem sie von dieser 
30 Einheiten empfangen hat. Nun soll noch die zweite, nach- 
dem sie Ton der ersten ÖO Eiuheiten erhalten bat, das Drei- 
fache des Itestes der ersten sein. Wird von der ersten Zaiil 
50 subtrahiert, so bleibt 2x — 80, und wenn man &0 zur 
zweiten Zahl addiert, so wird dieselbe x -4- 80. Es soll also 
X -f- 80 das Dreifache von 2x — 80 oder/ ' 

3(2a: — 80) — j:-f 81^ 

sein. Hieraus ergicbt sich 

a: — G4. 

Somit wird die erste Zahl 98, die zweite 94 seiui und durch- 
dieite Werte wird der Aufgabe genOgt. 

16. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die Summe je zweier derselben gleich 
einer gegebenen Zahl sei. 

Es mufs aber die halbe Summe der drei gegebenen 
Zahlen gröfser als jede dieser Zahlen sein*), 

*) Bind u, 2», c die drei gegeboueu Summen, und wird die 
Summe der drei gesuchten Zahlen gleich x gereizt, so werden die 
gesuchton Zahlen selbst x — a, x — h^ x — c sein. Ks ist aUo 

3 jt — (a -f- 1 -f- c) — X , 
und daraus folgt 

a + 6 + c 

X mm. ! ! . . 

FQr die gebuchten Zahlen ergeben sich somit die Werte 
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I • 

AnflösiiDg. Es werde Tcrlangt, dar« djeer«tc iin<1 cKo 
zweite Zahl lusammen 20 geben, die sweiie uninlie dritte 80, 
die dritte und die erste 40. 

Wir setzen die Sunime der drei Zahlen gleich x. Nun 

soll die Summe der beiden ersten 20 sein; wenn ich also 20 

Ton 0? subtrahiere/ so erhalte ich die dritte Zahl, A.\. x — 20. 

Ebenso ergiebt sich fOr die erste Zahl x — 30, fllr die zweite 

X — 40. Jetzt erübrigt noch, dafs die Summe der drei Zahlen 

gleich X sei. Wenn man aber die drei Zahlen ftddiert, so erhftlt 

man Zx — 90. Es ist also 

3x — 90 — x , 
und daraus folgt 

oj — 46. 

Somit ist die erste Zahl 16, die zweite 6, die dritte 26, und 
diese Werte genOgen offenbar der Aufgabe. 



17. Aufgabe. Vier Zahlen Ton solcher Beschaffen- 
heit zu ermittelui dafs die Summe je dreier derselben 
gleich einec gegebenen Zahl sei« 

Es mufs aber ein Drittel der Summe der Tier ge- 
gebenen Zahlen grSfser als jede einzelne derselben 
sein*). 

AuflSsong. Es wird Terlangt, dafs die Summe der ersten 
und der beiden folgenden Zahlen 20 betrage, die Summe der 

a + 6-fe « + 6 + « - a + 5-f^ 
^ — a, j -6, 1 c, 

und diese sind nuTi wenn die angegebene Bedingung erfMlt ist, 
positiv. 

*) Sind wieder o, 6, e, dl die gegebenen Summen | und wird 
die Summe der gesuchten Zahlen gleich x gesetxt, so gelangt man 
tu der Gleichung 

4fl? — (a + 6 + c + d) ■• «I 
und daraus folgt 

Die gesuchten Zalilen sind also -r- (^ 4* ^ 4* ^ 4^ ^) '"' ^i • • • ^^ 
ang^ebene Bedingung hindert idso das Auftreten negativer Werte. 
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sweiien und der beiden foltte^deii Zahlen 32 ^ die Summe der 
dritten, fierten und ersten Zfthl 24 , endlich die Summe der 
fierten, ersten und »weiten Zahl 27* 

Wir setxen di0 Summe aller vier Zahlen gleich x. Wenn 
fon X die -Summe der drei erüien Zahlen, d. i. 20, subtrahiert 
wird, so bleibt die vierte Zahl; diese ist also dp — 20, 

Auf dieselbe Weise erhalt man fOr die erste Zahl x — 22, 
fUr die «weite x — 24, fUr die dritte a^ -* 27. 

Es soll nun noch die Summe aller vier Zahlen x sein« 

Durch Addition der vier Zahlen erhtllt man aber 4x — 03. 

Es ist folglich 

4x — 03 — X, 

und daraus ergiebt sich 

i;«-31. 

Die erste Zahl ist somit 0, die zweite 7, die drille 4, die 
vierte 11, uud diese Worte genügen der Aufgabe, 

• 

18. Aufgabe. Drei Zahlen von solcher Hesohaffen- 
heit KU finden, dafs die Summe je sweier derselben 
um eine gegebene Zahl gröfser als die dritte sei 

Auflösung. Es wird verlaugt, dafs die Summe der ersten 
und zweiten Zahl um 20 grbfser sei als die dritte, die Summe 
der zweiteu und dritten um 3(J gröfser als die erste, endlich 
die Summe der dritten und ersten um 40 gr5fser als die 
sweite Zahl 

Wir setzen die Summe der drei Zahlen gleich 2x. Nun 
sind die erste und zweite zusamuien nm 20 gröfser eis die 
dritte; daraus folgt, wenn beiderseils die dritte hinsugef&gt 
wird; dafs die Summe aller drei Zahlen um 20 gröfser ist als 
das Doppelte der drillen Zahl Wenn also 20 von der Summe 
der drei Zahlen, d. i. 2x, subtrahiert wird, so bleibt das 
Doppelte der drillen Zahl übrig ; es ist somit das Doppelte der 
urilten Zahl 2x — 20, und daher mufs diese selbst x — 10 sein. 

Ebenso findet man, dafs die erste Zahl gleich x — 15, 
die zweite gleich x — 20 iät. 

Nun soll die Summe der drei Zahlen 2x sein. Addiert 
man die drei Zahlen, so erhält man Hx — 45. Es ist also 
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3« — 45 — 2«, 

und daraui ergiebt sich 

X — 46.* 

Die erste Zahl ist folglich 30, die zweite 26, die dritte 35, 
und diese Werte genOgen der Aufgabe. 



10« Andere Auflösung. — Es sollen die erste und die 
Bweite Zahl zusammen 20 gröfser sein als die dritte. Wird 
also die dritte Zahl gleich x gesetzt, so ist die Summe der 
ersten und der zweiten gleich x '{- 20. 

Da weiter die Summe der zweiten und der dritten Zahl 
30 grofser sein soll als die erste, so mufs die zweite Zahl 
gleich' der Hälfte der Summe 20 + 80, d. i. gleich 25 gesetzt 
werden. 

Nun ist die erste und die zweite Zahl zusammen J^ -f 20, 
und da die zweite 25 ist, so bleibt f&r die erste x ^ 6 flbrig. 

Jetzt soll noch die Summe der dritten und ersten Zahl 
40 gröfser sein als die zweite. Es ist aber die Summe der 
ersten und dritten Zahl gleich 2x — 5^ also mufs 

2x — 5 — 65 

sein. Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert, so er- 

hilt man 

2x — 70 
und daraus 

;r — 35. 

Nun war die erste Zahl gleich o? — - 5, das ist also 30; die 
zweite Zahl ist 25, uud die dritte, die gleich x gesetzt war, 
ist 35. 

SO. Aufgabe. Vier Zahlen Tön der Beschaffenheit 
BU finden, dafs die Summe Ton je drei derselben um 
eine gegebene Zahl grSfser sei als die Tierte Zahl. 

Es mufs aber jede der Tier gegebenen Differenzen 
kleiner sein als die halbe Summe derselben*). 

*) Biiid 0, ftf €| d die gegebenen Diffefenseui und wird die 
Summe der gesuchten Tier Zahlen gleich 2x gesetzt | so werden 



<k 
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Auflteug^ Ea wird verliiugtp daf« die Sunime der drei 
ervteu Zahlen um 20 gr&fner sei als die vierte Zahl; dafe die 
ßuuuio der sweiten und der beiden folgenden Zahlen 80 mehr 
betrage aU die erste Zahl; dafs die Summe .der beiden letzten 
und der ersten Zahl 40 gröfaer wA aU die s weite; dafs end- 
lieh die Summe der vierten und der beiden ersten Zahlen 50 
grufscr Bei als die dritte Zahl. 

Wir setzen die Summe aller vier Zahlen gleich 2ap. Da 
nun die »Summe der drei erstcu Zaiileii 20 grufser iat als die 
vierte Zahl, und da es ofloubar. dasselbe ist, ob man von der 
Summe der drei ersten Zahlen die vierte, oder von der Summe 
aller vier Zahlen das Doppelte der vierten subtrahiert, so 
mufs auch die Summe aller vier Zahlen, d. i. %x^ um 20 
gröfser sein als das Doppelte der vierten Zahl. Danach ist 
das Doppelte der vierten Zahl gleicb "ix — 20/ aUo die vierte 
Zahl selbst ;i: — 10. • 

Auf dieselbe WeiHe ergiebt sich fOr die erste Zahl x — 15| 
für die zweite x — 20, für die dritte x — 25. 

Ea bleibt noch auszudrücken, dafe die Summe aller vier 
Zahlen gleich 2a: ^ei. Diese Summe beträgt aber \x — 70; also ist 

4a;— 70 --2a;, 
und daraus folgt 

X — 36. 

Somit wird die ernte Zuhl 20, die zweite 15, die dritte 10, 
die vierte 26 sein, und durch diese Werte wird der Aufgabe 
genftgt. 

diese letzteren «— -ja, x — -^hy x — — c, x — -jd oder, da 
die Gleichung 

4j - I (a + t + v + il) — 2« 
den Wert 

liefert, • 

{[i(" + * + c + d)- a], l[l(a+ fc +.c+d)-t], ... 

»ein, wodnroh die von Diophaat gentelite Bedingung gerecht- 
fertigt i«t 
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81. Andere Auflösung. — Es soll die Summe der drei 
erHtcii Zahlen 20 grofscr sein als die ▼iertc Zahl. Wenn also 
die vierte Zahl gleich x geseisi wird, so wird die Humnie der 
drei ersten Zahlen o? -j- 20 sein. Da weiter die drei letzten 
Zahlen zusammen 30 mehr betragen als die erste, so ist die 
Summe der zweiten und dritten Zahl gleich so viel Einheiten 
zu setzen, als die halbe Summe dieser Differenzen 20 und 30 
betragt, d. i. gleich 25. Nun ist aber die Summe der drei 
ersten Zahlen gleich a; -j- 20, und da die zweite und dritte 
Zahl zusammen gleich 25 sind, so bleibt -fQr die erste Zahl 
X — 6 Qbrig. 

Weiter ist die Summe der drei letzten Zahten 30 gr5rser 
als die erste Zahl, und die Summe der dritten, vierten und 
ersten Zahl 40 grOfser als die zweite. Daraus folgt wieder, 
dafs die Summe der dritten und vierten Zahl 35 betrügt, und 
[da die vierte Zahl gleich x gesetzt worden ist,) so bleibt fQr 
die dritte Zahl 35 - j; übrig. 

Es war aber die Summe der zweiten und dritten Zahl 
gleich 25, und da die dritte Zahl 35 — x ist, ao bleibt für 
die zweite Zahl x — 10« . 

Jetzt soll nun noch die Summender vierten, ersten und 
zweiten Zahl 50 mehr sein als die dritte. Die Summe dieser 
drei Zahlen ist aber dx. — 15, und die dritte Zahl ist 35 *- x. Es 
mufs also 3a; — 15 um 50 grdfser sein als 35 — x, d. h. es ist 

85 — X — 3a; — 16, 
und daraus folgt \ 

o; — 25. 

t 

Nun hatte ich die erste Zahl gleich o? -* 5 gesetzt; diese Zahl 
ist also 20; ebenso erhalt man fOr die zweite Zahl 15, für 
die dritte 10, flir die vierte 25* 



89..Aiifgab6. Eine gegebene Zahl so in drei Teile 
in teilen, dafs jeder der Sufseren Teile, wenn man 
ihn um den mittleren rermehrt, tu dem anderen ftufae« 
ren in einem gegebenen Verhftltnisse stehe. 

AuflOtung. Es sei aufgegeben, die Zahl 100 ao in drei 
Teile zu teilen, dafs die Summe des ersten und aweiten das 
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• 

Draifache dei dritten, die Summe des tweiteo und dritteo 

Teilt diis Yierfaehe dea ersten sei. 

Wir setien den dritten Teil gleich s. Dft nun der erste 

und «weite Teil sussmmen das Dreifeohe des dritten stnd| so 

werden diese beiden zusammen gleich 3aß| alle drei Teile au- 

sammen folglich gleich Ax sein. Es ist also 

4a; -«100, 
und daraus folgt 

» — 25, 

Nun hatte ich den dritten Teil gleich 7i gesettt; dieser ist 
somit 25, Die Summe des ersten und sweiten Teils war Zx\ 
diese ist daher 75. 

Weiter soll die Summe des xweiten und dritten Teils das 
Vierfache des ersten sein. Wird daher der erste Teil gleich x 
geseia^t*)« so ist die Summe des zweiten und dritten Teils Ax\ 
folglich sind alle Teile zusammen bx. Es ist daher 

^.^^^ bx — 100, 

also ^^ 

op «. 20. 

Somit ist der erste Teil gleich 20. Da sich nun f&r den 
dritten Teil 25 ergebeii bat, so bleibt für den zweiten Teil noch 
55, uud durch diese Werte wird der Aufgabe genflgt. 

23, Aufgabe. Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die gröfste um einen Torgeschriebeuen 
Teil der kleiusteu gröfsor sei als die mittlere; äafs 
die mittlere um einen vorgeschriebeneu Teil der 
gröfsten gröfser sei als die kleinste, und dafs die 
kleinste um eine gegebene Zahl gröfser sei als ein 
Torgeschriebener Teil der mittleren Zahl 

*) Diophant hui fUr die Unbekanuien nur ein Zeichen. So lauge 
»ich die verBchiodenen Unbekaunten aus einander halten lassen, hat 
das weiter keine Cnbet|uemUchkeit, und es konnte in der Über- 
setzung immer der Bueh:itabe oc gesetzt werden. £s kommt aber 
auch vor, dafs in eiuer und deräelbon Gleichung dasselbe Zeichen 
|lUr gauz verschiedene Unbekannte steht. In solchen Fällen blieb 
mir nichts anderes übrig, als dieselben durch verschiedene Buch- 
staben zu bezeichnen. 
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Es mors Aber^'dio mittlere Zahl um einen aolchen 
Teil der grörsten grSfeertls die kleinste sein, dars, 
wenn der Nenner dieses Teils mit der Differens der 
mittleren und der kleinsten Zahl mnltipliziert wird, 
die Unbekannte in diesem Produkt' einen grSTseren 
Koeffisienten habe, als in dem Ausdruck für die mitt- 
lere Zahl*). 



*) um diese Bedingung tu wOrdigen, lOsen wir die all« 
gemeinere Aufgabe: |,Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit sn finden, 

dafs die Differens zwisöhen der grOfsien und der mittleren -— 

der kleinsten, die Differens swischen der mittleren und kleinsten 

— der gröfsten, endlich die Differenz swisehen der kleinsten und 

einer gegebenen Zahl a gleich — der mittleren sei.** 

\yerden die gesuchten Zahlen mit I, II, III bezeichnet, wo 
I>n>nisein möge, so soll I — II— ^III, II — III — -I, 

III — ■■•>.• II sein, und da fi • (II — III) — I ist, so sagt 

Diophant, der Koeffizient yon v solle in I grörscr als in II sein. 
Diese Bedingung ist von Backet mit Recht bcnnstnndot worden, 
da sie fordert, dafs mnn erst eine oder zwei der gosuclilen Zahlen 
als Funktionen der dritten ausdrücke, ehe man über die M'lgUch« 
keit der LOsung (iu positiven Zahlen) urtoilfn kOnuo. Die Be- 
dingung ist aber auch nicht ausreichend: Wird z. B. die dritte 
Zahl gleich x gesetzt, so erhalt man ftlr die zweite den Ausdruck 

I» « — «l> , fttr die erste (p + zj) « — <»i*i «nd dann ist jenj Be- 
dingung, da jp + - >p ist, immer erfllllt. Offenbar hatte Diophant 

nicht die allgemeine Ldsung der tou ihm gestellten Aufgabe, sondern 
nur eine Verallgemeinerung des von ihm eingeschlagenen Verfahrens 
im Auge. Setzt man nAmlich m — or -f* «i to ergiebt sich II «-/»x, 
I mm n{fx — jc •!— a), und die Bedingung geht über in wp — n > p 
oder fip>fi -f*P* Diese Bedingung mufs nun wirklieh erfttllt sein, 
wenn sieh fttr die gesuchten Zahlen positiTO Werte ergehen sollen. 
Das ist leicht naehsuweisen. Drfleken wir unter Benutzung der 
oben gegebenen Werte 11(11« — « -^ 0)» p«, « 4" <> ^'^^ *^it 

dah die Differens swischen der ersten und sweiten Zahl -- der 

dritten seb soU| so erhalten wir die Oleiehung 
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AuflSsung. El werde Terlangt, dar^ die grt^rnte Zahl um 
eiu Drittel der kleinste» gröfser sei als die mittlere, dafs die 
mittlere um eiii Drittel der grorstcu gr5fser aei als die kleinste^ 
und dah die kleinste 10 mehr betrage als ein Drittel der 
mittleren. 

Wir setzen die dritte Zahl, da sie 10 grDrser sein soll 
als ein Drittel . der mittleren, gleich x -{- 10; dann mufs die 
mittlere Zahl gleich l\x »ein, damit diu kleinste Zahl 10 ipehr 
betrüge als ein Drittel derselben. 

Man kann diese Ausdrücke auch auf folgende Weise 
bilden: 

Wir setzen die mittlere Zahl gleich 3x] da wir nun wollen, 
dafs die kleinste Zahl um 10 gröfser sei als ein Drittel der 
mittleren, so wird die kleinste o; •{" 10 sein. 

Es soll nun noch die mittlere Zahl um ein Drittel der 
gröfsteu gröfser sein als die kleinste. Die DiiFeronz zwischen 
der mittleren und der kleinsten Zahl ist 2x — 10. Dies ist 
daher gleich einem Drittel der grofsten Zahl, und somit ist 
die gr5fste Zahl selbst gleich 6x — 30. 

Jetzt soll noch die gröf&te Zahl um ein Drittel der kleinsten 
gr^rser als die mittlere sein. Die Differenz zwischen der 
grofsten und der mittleren Zahl ist aber Sx — 30. Dies ist 
daher ein Drittel der kleinsten Zahl, folglich muls die kleinste 



(njix — nx — an — j>i:)tii ■-» jr -|- a, 

und daraus ergiebt sich 

aimn -{- I) 

*" mnp — mn — wp — I * 

so dafs wir für die gröfste Zahl --;r~^-"t?-" Jl — ? • ^ ^»^ 

mittlere — v» für die kleinste ^-^ r 

•a«p — «w — mp — 1* map — «n — «p— I 

finden. Alle diese Werte sind positiv, wenn mnp > mn 4- mp 4- 1 

oder ftp > fi 4~ i' "1" ~* oderi ds^ m, n, p ganze positive Zahlen 

bind, wenn np > ft + i^ i^^ 

Ebenso überzeugt man sich leicht, dafs sich positive Werte 
ergeben, sobald np > n -f* 1^ Ist, von welcher Zahl als Unbekannten 
man auch ausgehen mag. 
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Zabl 9x — 90 sein. Fflr dicselbo war aber oben clor Wert 
X -f" 10 gefunden. Daher int 

9a: - 9() — Ä + 10, 
nnd daraus fulgt 

a:— 12l- 

Somit wird die dritte Zahl 22 ) y die mittlere .-17 )- , die grornte 
45 sein, und diese Werte genflgen der Aufgabe. 

94« Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs die grofste um einen Torgeschriebe- 
nen Teil der kleinsten grOfser sei als die mittlere, 
die mittlere um einen Torgeschriebenen Teil der 
grofsten grofser als die kleinste, endlich die kleinste 
um einen vorgeschriebenen Teil der mittleren grofser 
als eine gegebene Zahl. 

Es mufs aber der TorgeschriebeneTeil der grofsten 
Zahl ein solcher sein, dafs, wenn man ihn zur kleinsten 
Zahl addiert, der Koeffizient der Unbekannten in 
dieser Summe kleiner als der ist, welchen die Un- 
bekannte Ton Anfang an in dem Ausdruck fQr die 
mittlere Zahl hat*). 

Auflösung. Es werde wieder die kleinste Zahl, da sie um 
10 grofser sein soll als ein Drittel der mittleren, gleich x -f" ^0 
gesetzt; dann wird' die mittlere 3a; sein, damit ihr Drittel Ton* 
der kleinsten Zahl um 10 Einheiten Qbertroffen werde. 

Weiter soll wieder die gröfste Zahl um ein Drittel der 
kleinsten grofser sein als dioi mittlere. Wenn ich also zur 
mittleren ein Drittel der kleinsten addiere, so erhalte ich die 
gröfste, nämlich 3^- ^+37- 

Es bleibt noch auszudrücken, dafs die mittlere Zahl gleich 
der Summe der kleinsten und eines Drittels der grofsten sei; 
die kleinste Zahl giebt aber, wenn sie um ein Drittel der 

grofsten Termehrt wird, 2^ dP -{- llj* Dies mufs gleich der 

mittleren Zahl, d. i. Bx sein. Zieht man [in 

*) Diese Aufgabe ist dieselbe wie 98; auch flbeneugt man 
sich leieht, dsifs die DeterminatioQ auf dasselbe hinauslluft wie 
die Torhergeheade.. 



UleichM VOM Oleichem tb, so folgt 

Nun multipliiieren wir alles mit U nud erhalten 

8« — 100 
ottil daran« 

a;— 12;. 

Die Richtigkeit der L5eaug ergiebt eich wie oben. 



S6. Aufgabe« Drei Zahlen zu ermitteln, welche ein- 
ander gleich werden, wenn eine jede der folgenden 
[die erste der »weiten, diese d^r dritten, endlich die dritte der 
ersten] einen Tprgeschriebenen Bruchteil ihres Wertes 
abgiebt. 

Auflösung. Es soll die erste Zahl der zweiten ein Drittel 
ihres Betrages abgeben, die zweite der dritten ein Viertel 
ihres Betrages, eudUcli die dritte der erflien ein FAuftel ihres 
Betrages, und durch diesen Austausch sollen die drei Zahlen 
eiuauder gleich . werden. 

Wir setzen die erste Zahl, weil sitf ein Drittel ihres 
Wertes abgeben soll, gleich x mit einem beliebigen durch 3 
teilbaren Koeffizienten, etwa gleich Sx*. 

Weiter «ei die zweite Zahl, welche ein Viertel ihres Wertes 
hergeben soll, eine beliebige durch 4 teilbare Zahl, etwa 
gleich 4; dieselbe wird dann infolge der Verkleinerung und 
VergruÜMrungy die sie nach der Aufgabe eriuhrt, gleich X'\-3 
werden. 

Ks mufs nun auch die erste Zahl durch Abgabe an die 
zweite nod Empfangen seitens der dritten gleich x- 4~ 3 werden« 
Da aber die erste Zahl, nachdem sie ein Drittel ihres Wertes 
A. L Xf bergegeben hat, nur dadurch auf den Betrag x + 3 
gebracht wrrden kann, dafs sie 3 — o; empfüngt, so mufs 
3--ic: ein FOnfiel der dritten Zahl, diese selbst also 15 — bx sein. 

KüHkk iMiCi auch diese dritte Zahl dadurch, dafs sie 

'WM ikr^ Wertes abgiebt und ein Viertel vom Werte 
i««l4f«, «t K 1, ruipiungt, gleich x -{- 3 werden. 



/ 
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Wenn aber die dritte Zahl ein FOnftel ihres Wertes, d. i. 
3 — a:, hergiebt, so bleibt 12 ~ Ax; wird hierzu ein Viertel 
der Ewciten Zahl, d. i. 1, addiert, so ergicbt sich 13 — 4«?. 
Das mufs ifleich' ar -f- B sein. Ans 

13 -.4^ — ^: + 3 
* folgt nun 

nnd so ist die erste Zahl (i, die zweite 4, die dritte ß, welche 
Werte offenbar auch der Aufgabe genflgen*). 



96. Aufgabe« Vier Zahlen su finden, welche ein- 
ander gleich werden, wenn eine jede an die nächst- 
folgende einen Torgeschriebenen Bruchteil ihres 
Wertes abgiebt. 

Auflösung. Es sei Terlangt, dafs die erste der zweiten 
ein Drittel, die zweite der dritten ein Viertel, die dritte der 
Tiertcn ein Fünftel, endlich die vierte der ersten ein Sechstet 
ihres Wertes abgebe, und dafs durch diesen Austausch alle 
Tier Zahlen einander gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl, da sie ein Drittel ihres Wertes 
abgeben soll, gleich x mit irgend einem durch 3 teilbaren 
Koeffizienten, etwa gleich Hx, 

Fflr die zweite Zahl nehmen wir, weil diesetbe ein Viertel 
ihres Wertes abgeben soll, eine beliebige durch 4 teilbare 
Zahl,. etwa 4. Indem nun die zweite Zahl ein Viertel ihres 
Wertes, d. L 1, hergiebt und ein Drittel Tom Werte der ersten, 
d. i. X, empfangt, wird sie gleich x -H &• E* ^^'^ ^l^o Auch 
die erste Zahl, indem sie ein Drittel ihres Wertes, d. i. x, her- 
giebt nnd ein Sechstel Tom Werte der Tierten Zahl empfangt, 
gleich X -f 3 werden. Wenn aber die erste Zahl x abgiebt, 

. • 

*) um die Aufgabe allgemein in ganzen Zahlen tu lOseOi 
setien wir die Zahlen gleich S^r, 4jf, 6jr. Nach Aosftlhrung der 
▼erlangten Änderungen sind dann dieselben beziehungsweise 2x 4~ ^i 
3f 4" ^f 4f + 9t durch Gleichsetzung dieser AnsdrQcke bildet man 
zwei Oleiehung^ deren LOsnng «■>2ib| |r">"ft» f ■"& ist, so 
dafs sich für die gesuchten Zahlen die Werte 6ft, 41b, bk ergeben, 
wo k eine beliebige ganze Zahl bezeiohnei 
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so bleibt 2x übrig. Dies luufs also^ wenn ein Seehsiel d«T 
vierten Zahl hinzukommt, gleich sc -|- l\ werden. Daher mufn 
ein Bechittel der vierten Zahl gleich 3 — x, also die vierte 
Zahl selbst gleich 18 ~ l>jt: sein. 

Nun soll femer auch die vierte Zahl, indem sie ein 
Sechstel ihres Wertes abgiebt und ein Fünftel des Wertes der 
dritten Zahl empiungt, gleich x* -(- 3 werden. 

Wenn aber die vierte Zahl ein Sechstel ihres Wertes, 
d. i. 3 — i£f abgiebti so bleibt 15 — Ox*. Diese Zahl soll, 
wenn sie um ein Fünftel der dritten vermehrt wird, gleich 
jü -j- 3 sein. Da man nun Gx — 12 'i\x 15 — 5a; addieren 
mufs, um X +.3 zu erhalten, so ist 62^—12 ein Fünftel der 
dritten Zahl, die dritte Zahl selbst also IWx — CO. 

Endlich mufs noch diese dritte Zahl, indem sie ein Fünftel 

ihres Wertes ubgiebt und ein Viertel der zweiten empfangt, 

gleich X -{- 3 werden. Wenn aber die dritte Zahl ein Fünftel, 

d. i. iix — 12, abgiebt, so bleibt 24 x* — 48; addiert man dazu 

ein Viertel der /weiten Zahl, d. i. 1, so erhalt man 24 x — 47. 

Es ist also 

24u - 47=:x + 3, 
und daraus folgt 

X « 
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Somit wird die erste Zahl , die zweite - , die dritte ^^ » 



tlie vierte sein. Wenn man jetzt den gemeinschaftlichen 

Nenner abwirft, so wird die erste Zahl 150, die zweite 92, 
die dritte 120, die vierte 114, und diese Werte genügen der 
Aufgabe*). 



27. Aufgabe. Drei Zahlen zu finden, welche silmt- 
lieh einander gleich werden, wenn man eine jede um 

*) Durch diese Multiplikation mit der Zahl 23, für welche 
auch jede andere Zahl, also, wenn man nur ganze Lösungen zu- 
lassen will, allgemein 23^ angenommen werden kann, wird der 
Lösung Diophants der Charakter der Allgemeinheit zurückgegeben, 
den sie verlor, als Itir die zweite Zahl willkürlich der Wert 4 an- 
genommen wurde. Ähulicheä gilt vou den beiden folgenden Aufgabeo. 
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einen Torgeschriebenen ^Brachteil der äumme^cler 
beiden andern Termehrt. 

Auflösung. Es wird Terlangt, dafs man die erste Zahl um ein 
Drittel der Summe der beiden andern, die zweite um ein Viertel 
der Summe der beiden anderp, die dritte um ein FUnftel der 
Summe der beiden andern Termehrt, und dafs dadurch die drei 
Zahlen gleich werden. * 

Wir setzen die erste Zahl gleich x und die Summe der 
beiden andern, da diese Summe ein Drittel ihres Wertes ab- 
geben soll^ der Bequemlichkeit wegen, gleich irgend einer durch 
9 teilbaren Zahl, etwa gleich 3. Alle drei Zahlen sind also zu- 
sammen gleich X -f- 3, und die erste wird, wenn man sie um ein 
Drittel der Summe der beiden andern Termehrt, gleich x -f ^ 
werden. 

i Es mufs nun auch die zweite Zahl, wenn ihr ein Viertel 

der Summe der beiden andern hinzugefügt wird, gleich x -{- 1 
werden. Wird jetzt alles Tenrierfacht, so heifst dies: das 
Vierfache der zweiten Zahl, Termehrt um die Summe der 
beiden andern Zahlen, oder, was dasselbe ist, das Dreifache 

i der zweiten Zahl, Termehrt um die Summe aller drei Zahlen, 

mufs .gleich 4x + ^ ^^i^* Wird hierTon die Summe der drei 
Zahlen subtrahiert, so bleibt 3x -{- l als dreifacher Wert der 

zweiten Zahl. Die zweite Zahl selbst ist also gleich o; -f" t * 

Femer mufs auch die dritte Zahl, wenn ihr ein Fflnftel 
der Summe der beiden andern hinzugefügt Trird, gleich x -|- 1 
werden. Wir Terf&nffachen jetzt, dem obigen Verfahren ent- 
sprechend, alles und erhalten durch ilhnliche Schlfisse, dafs die 

dritte Zahl x -f- 4 »t 

Nun erObrigt noch, dals die Summe aller drei Zahlen 
gleich x+3 sei. Es ergiebt sich 

[aus der Gleichung « + « + j + «+f""* + 8j 

ts 

bei Wegl^sung des . gemeinschaftlichon Nenners findet man 
dann f&r die erste Zahl 13) fttr die zweite 17, fttr die dritte 
19, und diese Werte genOgen der Aufgabe. 

nioiiliaBi, AHllinMlIk. 8 
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M. Aiifgato« Vier Zahlen gu finden, die iSmtlieh 
einander gleich werden, wenn maii eine jede um einen 
Torgesehriebenen Broohteil der Snmme der drei andern 
fermehrt 

Anflösung. £« sei aufgegeben, dafs die erste Zahl* um 
ein Drittel der Summe der drei andern, die zweite ebenso um 
ein Viertel, die dritte um ein Fünftel und die vierte um ein 
Sechstel der Summe der drei andern vermehrt werde, und dafs 
auf diese Weise die vier Zsihlen einander gleich werden. 

Wir setzen die erste Zahl gleich x^ die Summe der drei 
andern über, da sie ein Drittel ihres Wertes abgeben soll, 
gleich irgend einer durch 3 teilbaren Zahl, etwa gleich 3. 
Dann wird die erste Zahl, wenn sie eiu Drittel der Summe 
der drei andern euipfsugt, gleich x -i- l. 

Es mufs nun auch die zweite Zahl, indem sie um ein- 
Viertel der Summe der drei andern vermehrt wird, gleich 
X -{- \ werden. Wie in der vorigen Aufgabe vervierfachen 
wir wieder alles und folgern auf ahnliche Weise, dafs die 

zweite Zahl gleich ^' 4« u > ^'^ dritte gleich ^* -f- x , die 

vierte glejch ^ -f- 5 i^^* 

Jetzt haben wir noch auszudrOck^fi, dafs die Summe aller 
vier Zahlen gleich a* -f 3 

[d.i. 4:. + 5;^;. + 3] 

sei. Dadurch erhalten wir 

47 

und es ergiebt sich [bei Weglassuug des gemeinschaftlichen 
Nenners] für die erste Zahl 47, für die zweite 77, ftlr die 
dritte 92, für die vierte 101, welche Werte auch der Aufgabe 
genügen. 

99. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte 
Zahl von der Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn man 
dieselbe mit jeder der gegebene^ Zahlen multipli- 
ziert, das eine Produkt ein Quadrat, das andere die 
^es Quadrates werde. 
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Aii|158iuig. Die gegebenen Zahlen seien 200 und 6, die 
geaucliie Zahl gleich x. Wird letztere mit 200 multiplisiert| 
80 erhält man 200s; multipliziert man sie aber mit 6, ao er- 
h&It man bx. 

j Ea soll nun daR eiile diener Produkte ein Quadrat ^ daa 

andere die Seite dieHes Quadrates sein. Wenn man aber bx 
ins Quadrat erhebt, so erhalt man 25xV und somit ist 

2bx^ — 200a:. 

Wird alles durch die Unbekannte diTidiert, so folgt 

2ft.r — 200 
nnd daraus 

a: = H. 

\ Diese Zahl genflgt der Aufgabe. 



i 



80. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
au finden, dafs sowohl ihre Summe als auch ihr Pro- 
dukt gleich gegebenen Zahlen seien. Es mufs aber 
I das Quadrat der halben Summe der gesuchten Zahlen 

um eine Quadratsahl gröfser sein, als das Produkt 
derselben, nnd man kann immer solche Zahlen als 
gegeben annehmen, dafs diese Bedingung erfttllt ist*)« 






» 

*) Die Auflösung der Oleiehangen x ^i- P'^a, Xfß'^h liefert 
fUr die Unbekannten die Werte | d:^(«) — ^* Beide Werte 

sind rational, wenn (j) — 6 eine Qnadraizahl ist. Da sogleich 
bei positivem h (iiad negative Zahlen kennt Diopbant nicht) 

Vijf — ^ < f i'^ s«^ sind beide Werte auch positiv. Die Auf- 
gabe hat also eine Lösung (in rationalen positiven Zahlen), wenn 
{jf — » oder (^^^y -^ X9 eine QuadrattaU ist 

Über den auch in den Aufgaben 81 und 88 stehenden Zu* 
sats rar Determination: fon ih vovro scUrtfficrtiicov vergleiche auber 
Xjlander und Backet auch Schals p. 890, Nesselmann p. 836, 
Heath p. 169. Ich habe, auf eine prlgnante Obersetiung ver* 
sichtend, nur den Sinn ausgedrOckt, den der Sats sn haben scheint. 

a» 
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Auflteiuig, Es sei aufgegeben , dafa die Summe der ge- 
auobieu Zahlen 20, ihr Krodukt 90 beirage. Wir aetsen die 
Differeux der Zahlen gleich 2x. Nun ist ihre Summe gleich 20. 
Wenn wir die^e Zahl in »wei gleiche Teile teileu, so wird 
' jeder Teil oder die Hfilfte der Summe der Zahlen gleich 10 
rieiu. Wird nun die Hälfte der Difierenz beider Zahleui d. i. x^ 
XM dem einen Teile addiert und vom andern subtrahierti so 
bhnbt die Summe beider Teile 20, ihre Differenz 2jc*y. 

Wir setzen demgemi^fs die gröfsere Zahl gleich x -f- 10; 
dann wird die kleinere 10 — x seiui und es ist die Summe 
beider Zahlen 20, ihre Differenz 2x, 

£« bleibt noch zu bewirken, dafs das Produkt der Zahlen 
iXi werde. Dies Produkt ist aber 100 — x*\ daher mufs 

100 - a?* — Ö6 

S49iu, und daraus folgt 

Die grulsere Zahl wird also 12, die kleinere 8 sehi, und diese 
Werte geuQgeu der Aufgabe. 



81. Anfgalt^ Zwei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
zu finden, dafs sowohl ihre Summe als aujch die Summe 
ihrer Quadrate gleich gegebenen Zahlen seien. 

Es mufs aber die doppelte Summe der Quadrate 
der Zahlen das Quadrat der Summe derselben um eine 
Quadratzahl übertreffen**), und es ist immer m5glich| 
solche Zahlen als gegeben anzunehmen, welche dieser 
Bedingung genügen. 

♦) Uie (Ueichuugen ar + ^=fl, x — y^-fc geben x ■» "l , 

**) Die Gleichungeu ar-f-j/"°"<i)^^+y'""^ liefern fUr die 

gesuchten Zahlen die Werte ^ + 4)^^'' — ^^* Beitle sind rational, 

weno 26 — a^ gleich einer Quadratzahl ist, uul das stellt eben 
Diophant alti Üediugung hiu. En hiud aber auch, weon diese Be* 
dingiuig urt'Ulli ittt, Luide Zahlen positiv; deun da fi* > 6, 

"*H0 2rt*>26 Ut, »o mul'4 «* > 26 — tf^ h > Y^b-^a^ 
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AnflSsniig. Es sei aufgegeben, dar» die Sumiiie der Zahlen 
2(\ die Summe ihrer Quadrate 208 betrage. 

Wir setzen die Differenz der Zahlen gleich 2Xf so wird 
die gröfsere wieder vtm die HfUfte der Summe beider Zahlen 
grober als x, also x -f- 10, die kleinere 10 ^ 4; sein; denn 
bei dieser Annahme ist die Summe der Zahlen 20, ^hre Diffe- 
renz 2x» 

Es bleibt noch zu bewirken, dafs die Summe der Quadrate 
beider Zahlen 208 werde. Die Summe der Quadrate ist aber 
2x^ 4- 200. Es ist also 

2jt» + 200 — 208, 
und daraus folgt 

x^2. 

Die gröfsere Zahl wird somit 12, die kleinere 8 Hein, und diese 
Werte genOgen der Aufgabe. 



82. Aufgabe« Zwei Zahlen von solcher Hcschaffen- 
heit zu finden, dafs sowohl ihre Summe als auch die 
Differenz ihrer Quadrate gleicli gegebenen Zahlen 
seien. 

AuflSsQSg. Es wird verlangt, dafs die Summe der Zahlen 
20, die Differenz ihrer* Quadrate 80 betrage. . 

Wir setzen die Differenz beider Zahlen gleich 2x, so wird 
wieder die gröfsere x -f- 10, die kleinere 10 — x betragen} 
denn bei dieser Annahme ist die Summe 20, die Differenz 2x. 

Nun ist noch zu bewirken, dafn die Differenz der Qua- 
drate beider Zahlen 80 sei. Die Differenz dieser Quadrate 
ist aber 40jp. Es ist also 

40jc — 80, 

und daraus schliefen wir wieder, dafs die grdfsere Zahl 12, 
die kleinere 8 ist, welche Werte auch der Aufgabe genügen. 

f > |/«6— «• sein, und somit ist nicht nni | -f ^Y^f^l?, 
sondern anoh ^ — ^|/26^- a' eine positive ZahL 
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88. AiUtßhm. Zwei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
itt finden, dafs sowohl ihre Differeni als aneh ihr 
Produkt gleich gegebenen Zahlen seien« 

Es niufs aber das Vierfache des Produkts mit dem 
Quadrat der Differenz zusammen eine Quadratzahl 
ausmachen, und man kann immer solche Zahlen als 
gegeben aunehmen, dafs dieae Bedingung erfüllt ist*). 

AoflSsung. Es wird verlangt, dafs die Differenz der beiden 
Zahlen 4, ihr Produkt 06 betrage. 

Wir setzen die Summe der Zahlen gleich 2x, Da nun 
die Differenz derstelben 4 i»t, so wird die grofsere x -{- 2, die 
kleinere or — 2 betragen; denn bei dieser Auuahme erh&lt man 
als Summe 2x, als Differenz 4. 

Nun bleibt noch zu bewirken, dafs das Produkt der Zahlen 
l>ti au»niache. Dies Produkt ist aber x^ — 4. Setzen wir nun 

HO Kudi'U wir wieder fUr diu grüfsere Zahl VJ, i'ttr die kleinere 8, 
uml diese Werte gcndgen der Aufgabe. 



84. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die selbst in 
einem gegebenen Verhaltnisse zu einander stehen, und 
bei denen die Summe der Quadrate zur Summe der 
Zahlen gleichfalls in einem gegebenen Verh&ltnisse 
steht. 

AuflSsung. Es sei aufgegeben, dafs die grörsere Zahl 
das Dreifache der kleineren, und die Summe der Quadrate der 
Zahlen fünfmal so grofs sei wie die Summe der Zahlen. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich ;r, so wird die 
grofsere 3x sein. Nun mufs noch die Summe der Quadrate 
der Zahlen fünfmal so grofs werden wie die Summe der 
Zahlen. Die Summe der Quadrate der Zahlen ist aber 

*) Die Oleiohungen x •— jf "^ a, xjß •^b liefern nlmlicli 



] 
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lOd^y die Smnme der Zahlen 4x. Ei ist ako lOx' daa 

Fttnffache Ton 4x oder 

10«« — 20x. 
Daraus folgt 

« — 2. 

Somit wird die kleinere Zahl 2, die grSrsere 6 sein, und diese 
Werte genQgen der Aufgabe. 



as. Aufgabe. Zwei Zahlen eu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, und bei 
welchjen die *Summe der Quadrate cur Differenz der 
Zahlen in einem gleichfalls gegebenen Yerh&ltnisse 
steht 

AuflSsung. Es wird Terlangt, dafs die gröfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und die Summe der Quadi'ate zehnmal 
so groJTs als die Differenz der Zahlen sei« 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, so wird die gröfsere Bx 
sein. Jetzt mufs noch die Summe der Quadrate das Zehnfache 
der Differenz der Zahlen sein. Die Summe der Quadrate. der 
Zahlen ist aber lOx* und die Differenz der Zahlen 2x. Es 
ist also lOa^ das Zehnfache Ton 2x. Das Zehnfache von 2x 
ist aber 20ir. Somit ist 

10ä> — 20x. 

Wird alles durch x dividiert, so folgt 

lOor — 20 
und daraus 

jc — 2. 



Es wird also wieder die kleinere Zahl 2, die gröfsere 6 sein, 
and diese Werte genügen der «Aufgabe. 



M. Anlliabe, Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, und b«i 
denen die Differenz der Quadrate lur Summe der 
Zahlen gleiehfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
steht 
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Anfifeiuig« Es werde verlangt, dafa die gröreero Zabl 
das Dreifache der kleinereu, . und die Differens der Quadrate 
das Sechsfache der S^mnie der Zahlen sei. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich ^; dann wird die 
gr&fiftore Sx lieiu. Jetxt niuls noch die Differenz der Quadrate 
das äechsfache der Summe der Zahlen sein. Die Differenz 
der Quadrate ist aber 8x\ die Summe der Zahlen 4x. Es 
mufs daher 8x* bechsmal so viel als 4x oder 

8;»« — 24« 

sein. Daraus ergiebt sich 

a: — 3. 

Die kleinere Zahl wird also 3, die gröbere U sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



87. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, die in einem 
gegebenen Verhaltnisse stehen, und. bei denen die 
Differenz der Quadrate zur Differenz der Zahlen gleich- 
falls in einem gegebenen Verhültnisse steht. 

Auflfisung. Es f^oU die gröfseru Zahl das Dreifache der 
kleineren, und die Differenz der Quadrate zwölfmal so grofs 
wie die Differenz der Zahlen sein. 

^Vird wieder die kleinere Z^hl gleich x gesetzt, so ist 
die gröfsere 3a:, und e« bleibt noch zu bewi^en, dafs die Diffe- 
renz der Quadrate das Zwölffache der Differenz der Zahlen 
werde. Die Differenz der Quadrate ist aber 8^^^ Das mufs 
also zwölfmal so viel wie 2x sein. Es ist daher 

24x — 8x*, 
und daraus folgt wieder ^ 

X — 3, 

womit die Aufgabe offenbar gelöst ist. 

Ahnlich werden durch dieselben Retrachtungen die Auf- 
gaben gelöst: 

Zwei Zahlen zu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen, und deren Produkt zur Summe 
gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse steht; 
und weiter: 



< 

* I 
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Zwei Zahlen su finden, die in einem gegebenen 
Verh&lini88e stehen, und deren Produkt snr Diffe- 
rens gleichfalls in einem gegebenen Verhältnisse 
sieht 

88. Aufgabe. Zwei Zahlen su finden, die in einem 

gegebenen Veirhaltnisse stehen und so beschaffen sind, 

dafs das Quadrat der kleineren Zahl^^r gröfseren 

* Zahl in einem gleichfalls gegebenen.Verh&tttiisse steht 

AnflflsuBg. Es sei aufgegeben, dafs die grSfsero Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleineren das 
Sochsfache der gröfseren Zahl sei. 

Wir setzen wieder die kleinere Zahl gleich «, so wird 
die gröfsere 3x sein, und es erübrigt noch su bewirken, dafs 
das Quadrat der kleineren das Sechsfache der gröfseren Zahl 
sei. Das Quadrat der kleineren Zahl ist aber «"• Folglich 
muls 9? das Sechsfache Ton 8a; sein; also ist 

18x — s*, 
und es ergiebt sich 

X — 18. 

Somit ist die kleinere Zahl 18, die gröfsere 54, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



M. Aufgabe. Zwei Zahlen su finden, die in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, 
dafs das Quadrat der kleineren Zahl su der kleineren 
Zahl in einem gleichfalls gegebenen Verhältnisse 
sieht 

AnflSauBg. Es wird Terlangt, dafs die gröbere Zahl das 
Dreifache der kleineren, und das Quadrat der kleinereu das 
Sechsfache der kleineren Zahl, selbst sei. 

Es sei wieder die gröfsere Zahl 3x, die kleinere x^ so 
ist die gröfsere das Dreifache der kleinereUi und wir haben 
nur noch lu bewirkeui dab das Quadrat der kleineren das 
Sechsfache der kleineren Zahl selbst eeL Es soll also «* das 
Sechsfsohe von m oder 
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6« — «> 
Min, Danitttt argiebt sich 

« — 6. 

Die kleiuere Zahl winl demnach 6, die gröOwre 18 sein, und 
diese Werte genUgen der Aufgabe. 

40, Aufgabe. Zwei Zahlen lu findeUi die in einem 
gegebeneu Verhaltniüse sieben und so beschaffen sind| 
dafs das Quadrat der kleineren lur Summe der beiden 
Zahlen gleichfalls in einem gegebenen Verhftltnisse 
sttfht. 

Auflösung. Es sei aufgegeben, dafs die gröfsere Zahl das 
Droifaclio der kleinoretti und das Quadrat der kleineren das 
Uoppülte der Summe beider Zahlen betrage. 

Ist wie oben die gr5fsere Zulil gleich Sx, die kleiuere gleich 
Xf HO bleibt noch xu bewirken, daf« das Quadrat der kleineren 
Zahl doppelt so grofs wie die Summe der beiden Zahlen 
werde. Das Quadrat der kleiuereu Zahl ist aber x\ die Summe 
beider Zahlen Ax. Daher mufs x^ das Doppelte von Ax^ also 

seiU| und es wird 

a — 8. 

Die kleiuere Zahl wird demnach 8, die gröfsere 24 seiui und 
diese Werte geuQgeu der Aufgabe. 

41. Aufgab«. Zwei Zahlen su findeUi die in einem 
gegebenen Verhriltnisse stehen und so beschaffen 
sind| dafs das Quadrat der kleineren Zahl zur Diffe- 
renz der Zahlen in einem gleichfalls gegebenen Ver* 
haltnisse stehe. 

Auflösung. £s werde verlangt, dafs die gröfsere Zahl das 
Dreifache der kleinereUi und das Quadrat der kleineren das 
Sechsfache der Differenz beider Zahlen sei. 

Ist wieder wie oben die gröfsere Zahl gleich 3jf, die 
kleinere gleich x^ so bleibt noch zu bewirken, dafs das Qua- 
diat der kleineren das Sechsfache dejr Differenz beider Zahlen 
werde. Es mufs also x^ das Sechsfache Ton 2x oder 
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•ein. Dann ist 

0^-12; 

dio kleinere Zahl wird Romit 12, ilie grArsere fW icin, und * 
dteae Werte genOgen der Aufgabe, * 

42. In ähnlicher Weise werden durch dieselben BchlHsse 
folgende Aufgaben gelost: 

Zwei Zahlen su finden, die in einem gegebeneu 
Verhaltnisse su einander stehen und so beschaffen 
ifind, dafs das Quadrat der grofseren sur kleineren 
Zahl in einem gleichfalls gegebenen Verhaltnisse 
stehe. 

Zwei Zahlen xu finden, die in einem gegebenen 
Verhältnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der grofseren sur grofseren Zahl in einem 
gleichfalls gegebenen Verhültnisse stehe. 

Zwf*i Zahlen xu finden, die in einem gegebenen 
Verhftltnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der grofseren sur Summe beider Zahlen in 
einem gegebenen Verhaltnisse stehe. 

Zwei Zahlen xu finden, die in einem gegebenen 
Verhaltnisse stehen und so beschaffen sind, dafs das 
Quadrat der grofseren sur Differens beider Zahlen 
in einem gleichfalls gegebenen Verhültnisse stehe. 

48. Anflsabo. Zu swei gegebenen Zahlen eine dritte 
Zahl Ton der Beschaffenheit su finden, dafs, wenn 
man je swei dieser drei Zahlen addiert und die jedes- 
malige Summe mit der surOck gebliebenen Zahl mul- 
tiplisiert, drei Zahlen * Ton gleicher Differens ent* 
•tehen. 

Aufl8iUBg. Die gegebenen Zahlen seien 8 und 6. Man 
soll eine dritte Zahl finden, so dafs, wenn man je swei dieser 
drei Zahlen. addiert und die jedesmalige Summe mit der surQck- 
gebliebenen Zahl muttiplisiert^ drei Zählen Ton gleicher Diffe- 
rens gebildet werden. 
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Die genuchte Zahl sei gleich x. Wird dieselbe ta 5 
addierti §o erhuH mau x-^-b. Wird dieae Suiome mit der 
surQckgebliebeneo Zahl| d« i. S, multiplixiert, so ergiebt eich 

Wird weiter x tu 3 addiert, so erhftlt noiaii x + fL Wird 
diea mit der curQckgebliebenen Zahl, d. i. b, multipliziert^ so 
ergiebt sich bx -{^ IIl 

Wird eudlich 5 sa 3 addiert und die Summe 8 mit x 
multipliziert, so erhalt mau Hx. 

Es ist nun klar, dafs Sx+1& in keinem Falle das 
gr5bte der drei erhalteneu Prpdukte sein kann; denn bx-^ \b 
ist grSrser als 3x + 15. Folglich wird 3x + 15 entweder 
das mittlere oder das kleinste Produkt sein, während bx -f- 15 
entweder das gröfste oder das mittlere ist. Dagegen kann 
Sx sowohl das gröfste, als auch das kleinste Produkt sein, da 
der Wert von x unbekannt ist 

Wir setzen nun erstens voraus, bx + 15 sei das gr5fste, 
3x + 15 das kleinste, also natQrlich 8x das mittlere Produkt. 
Wenn nun diese Produkte Zahlen von gleicher Differens sind, 
§o wird die Summe des kleinsten und des gröfsten das Doppelte 
des mittleren, also, da die Summe des gröfsten und des 
klein^eu Sx + »J betragt, 

Hjc + äO — lux 
sein* Daraus folgt * 



X'- . , 



15 

4' 



dies ist die gesuchte Zahl, und dieselbe genQgt der Aufgabe. 

Es sei jetzt zweitens bx + 15 das gröfste Produkt, 
aber 3x + 15 dus mittlere, also Srx das kleinste. Wenn nun 
diese Pro<lukte Zahlen gleicher Differens sind, so mufs das 
gröfste um ebensoviel mehr betragen • als das mittlere, wie 
das mittlere gröfser ist als das kleinste. Das grufste betrugt 
aber 2x mehr als das mittlere und ilas mittlere 15 — bx 
mehr als das kleinste. Daher ist 

• 

und daraus folgt 

IS 
Ä ■■ y • 
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Dm ist der Wert der getachten Zohl| und derselbe genOgt 
der Aufgabe. 

. D rittent sei 6x das grofste Produkt, bx -f- lö (Im miltlero 
und Sx 4- 15 das kleinste. Da nun wieder die Summe des 
grBIsten und des kleinsten das Doppelte des mittleren ist^ 
und das grofsto und kleinste ausammen 11 4:4" K^ betragen, 
so mufs lljp -|- 16 das Doppelte dea mittleren Produktes sein« 
Das mittlere Ph>dukt ist aber bx -f 16. Daher ist 

10x^+80— 1U+ 16. 

Daraua ergiebt sieh für die geauehte Zahl 1A| und dieser 
Wert genügt der Aufgabe. 



Tl. Blich. 

I ■ ' * 

I 

L AüUflb%9 Zwei Zahlen von soloher fieiohftffeii* 
heit KU finden, dafe ihre Summe lur Summe ihrer 
Quadrate in einem gegebenen Verhftltniiae etehe. 

Auf liliuig« Ei wird verlangt, dari die Summe der Zahlen 
der xehnte Teil der Summe ihrer Quadrate sei. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, die grofsere gleich 
2x*)f so ist die Summe beider 3a:, die Summe ihrer Quadrate 5a^. 

Es suU nun So? der zehnte Teil vun 5x^. also 

sein« Daraus ergiebt sich 

:t — G. 

Somit ist die kleinere Zahl 0, die grofsere 12, und diese Werte 
genügen der Aufgabe« 



^) Durvb diuao (willkQrliohe) Auuahme wird die Aufgabe mit 
der SI4^" dos «ntttfu liuohes idsutinck. Die allgemeine Aufgabe 
fuhrt tu der illeichuug x* 4" ^' '^ *** (^ 4" !f\ welche 

liefert. Dm rationale Werte tu erbalten, ist r 'i' mp — y* 
-« ( ?! -f* ^^) >u seilen I wo k unbestimmt bleibt Man erhalt 
durch leichte Entwicklungen jf •- 1 4/Vi ^^ * entweder 

_i?(* + n oder _ mk(k^l) 

DiephanfS LOsung eut6|>riobt den Mfertea m «- 10 und ^ "* j 

oder Jt •• — 9, je nachdem der erste oder sweite Ausdruck fllr x 
benalxt wird. 
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9. Aufigabe. Zwei Zahlen ton iiolcher Boichaffen* 
heit SU finden, daft ihre Differenz stir Differenz ihrer 
Quadrate in ein^ni gegebenen Verhftltniase stehe. 

AnflSsoBg. Es soll die Differenz der Zahlen der sechste 
Teil der Differenz ihrer Quadrate sein. 

Wir setzen die kleinere Zahl gleich jp, die grofsere gleich 
2x*)i so ist die l>jfferenz der Zahlen x^ die tNfferenz ihrer 
X Quadrate Sj:^. tis soll nun sf d<^r sechste Teil Ton Sx* sein« 
Daher ist 

und daraus folgt 

Die kleinere Zahl wird also 2, die grofsere 4 sein, uml diese 
Werte gelingen der Aufgabe. 



8. Aufgabe, Zwei Zahlen von solcher Beschaffen* 
heit zu finden, dafs das Produkt zur Summe oder zur 
Differenz ders(!lben in einem gegebenen Verhillt* 
nisse stehe, 

Auflösung. Es sei erstens aufgegeben, dafs das Produkt 
der Zahlen das Sechsfache ihrer Summe sei. Wir setzen die 
gesuchten Zahlen gleich x und 2x**y. Dieselben kSnnen 

*) Dureh diese Annahme wird die Aufgabe mit der 87*^ 
des ersten Buches identisch. Die allgemeine Aufgabe führt zu der 
Oleiehuog «■ — p* '^mix — y). Diese liefert x ^^ m ^ p^ wo 
y unbestimmt bleibt DiophanVs LOsnng entspricht den Werten 

^) Diese Annahme macht beide Aufgaben mit den der 87^ 
des ersten Boches angefügten identisoh. Allgemein wird die erste 
Aufgabe sur Gleichung /y ■« m (jr 4* y)t die zweite tu 

ry •» m (« •— y) 

« 

Die erste Oleicfauag liefert 





Xmm 


my 
y-m 






"•^ y-m' 


die zweite 


• 








Xmm 


— my 




Darin ist m 


gegeben, 


y bleibt unbestimmt 



i. 



I 
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Obrigotts auch iu JimIoiu uuiteifen gegelieuen Verh&liiiifite | 

■tülli>U. 

UftM l^roiiuki der Zahlen wird uun iz*, ihre Buiiiiue Hx 
betragen, und eii »oU 2x* dan Sechfifache von Sx odt^r 

18a: — Sx-* 
»ein. Daraus folgt 

x — 9, 

und es ergrebt »ich fttr die ernte Zahl 9, fflr die a weite 18^ 

welche Werte auch der Aufgabe genngen« 

Zweitens werde gefordert, dafs das Produkt der Zahlen 

das äechsfache ihrer Differenz sei. Dann wird wieder das 

IVodukt der beiden Zahlen 2x*, die Differenz aber x betrageUi 

und es mu'fs 

6x — 2x* 
sein, woraus sich 

x — 3 

ergiebt. Die erHte Zahl wird also A, die aweite G sein, und 

diese Wirrte genügen der Aufgabe, i 

4. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen- 
heit au finden, dafs die Summe der Quadrate sur 
Differenz der Zahlen iu einem gegebenen Verhält- 
nisse stehe. 

Auflösung. Es sei aufgegeben, dafs die Summe der Quadrate 
das Zehnfache der Differenz der beiden Zahlen betrage. 

Wir ttctzen wieder die erste Zalil gleich x, die aweite 
gleich 2x^^)9 so ist die Summe der Quadrate beider Zahlen 
bx^, die Differenz der Zahlen x. Es soll also bx* das Zehn- 
fache von X oder 

*) Durch diese Annahme wird die Aufgabe mit der 86*^ 
dos orstsu Huühtfs iduDiii^oli. Allgeiiioiu fUkrt die Aufgabe tu der. 
iiluiuliunx .1' 4* J^' "* ^*^(''' — y)i welclio die beiden LOsungon 

mkik — I) mik— I) • 

liat| wo in gogtfboii iHt und k uuboHtiiumt bleibt, 






■; 
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6«* — 10« 
sein; daraus ergiebt sich 

Die erste Zahl wird also 2, die zweite 4 sein, und diese Werte 
genOgen der Aufgabe. 

5. Aufgabe. Zwei Zahlen ton der Beschaffenheit 
Bu finden, dafs die Differenz der Quadrate zur Summe 
der Zahlen in einem gegebenen Verhiltnisse stehe. 

AuflfisQiig. Es werde rerlangt, dafs die Differenz der 
Quadrate das Sechsfache der Summe der Zahlen sei 

Wir setzen wieder die eine der gesuchten Zahlen gleich Xf 
die andere gleich 2x^), so wird der Unterschied der Quadrate 
Sj^f die Summe der Zahlen 3x betragen; folglieh soll 8«' 
das Sechsfache ton SXf d. h. 

3«» — ISx 

sein. Daraus ergiebt sich 

wodurch die Aufgabe offenbar gelost ist. 

6. Aufgabe. Zwei Zahlen Ton gegebener Differenz 
zu finden, die so beschaffen sind, dafs die Differenz 
ihrer Quadrate die Differenz der Zahlen selbst um 
eine gegebene Zahl übertreffe. 

Es mufs aber das Quadrat der Differenz der Zahlen 
kleiner sein als di« Summe eben dieser Differenz und 
der Zahl| welche angiebt, um wietiel die Differenz der 
Quadrate die Differenz der Zahlen selbst übertrifft**). 

*) Durch diese Annahme wird . die Aufgabe mit der 86*^ 
des ersten Boches identisch. Die allgemeine Aufgabe flihtt zu der 
Gleichung J?* — - Jf* ■" *n (^ -|* jr), und diese liefert r ■« jr -|- in, wo 
m gegeben i%i und p unbestimmt bleibt 
**) Setzt man allgemein 

AT — jr — Ä 
so ergiebt sieh leicht 

Olopliftal, ArlUiaMlIk. 4 
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AlfUsus* Et wird Tarlangt, dab dk Difbrens der ZaklM 
2 bekrftga, iiod die IKffereni der Quadrate die LMfferei» der 
Zahlen selbet um 20 abertreffe. 

Wird die kleinere Zahl gleich x geeetzt, eo wird die 
gröbere « + ^ *^in; denn dann .iit die Uiffereni der. Zahlen 
gleich 2. Die Differenz der Quadrate der Zahlen iit aber 
4x + 4. Ee niub also 4a> + 4 um 2 grofter sein all 20^ to 

dab wir 

4:r + 4 — 22 
und daraus 

erhalteu. Fulglicb wird die kli*iuere Zahl A\, die grßbere 
\\\ betrugen, und diese Werte ISVseu die Aufgabe. 

• 

7. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
KU finden, dafs die Differenz ihrer Quadrate um eine 
gegebene Zahl gr&Tser sei als ein vorgeschriebenes 
Vielfache der Differenz der Zahlen. 

Auflfisung« Es wird verlangt, dafs die Differens der 
Quadrate um 10 gröber sei als dus Dreifache der Differens 

der Zahlen« 

Es mufs aber*) das Quadrat der Differens der Zahlen 
kleiner sein als die Kumme des dreifachen Unterschiedes der 
Zahlen uiid der gegebenen Zahl 10. 

Wir uulimeu die Differens der Zahlen gleich 2**) mid die 

* ■" se I .V "* s<4 ,• ^ 

und nur wenn die obige Bedingung a« < a + <» «rmilt ist» erbilt 
man für y p<iiitive Werte. 

'^) Dia Berechtigung dieser wahrscheinlich an eine üüsche 
Btelle geratenen und mit Uücksicht auf diese Stelle formulierten 
Deteriuinutiou wird die allgemeine Behandlung der Aufgabe ergeben. 
"^j Soll allgemein die Differens der QuadraU um a grCber 
als das «a fache der Differenz der Zahlen sein, so nehmen wir an» 
die letztere Differenz sei i?, die kleinere Zahl x, also die grOfsere 
s *4- d. Dann soll 

(x + d)* — J^ — « + «d 

oder 
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kleinere Zahl gleich » an; dann wird die gr^faere x + ^ *^in. 

Ea mara also 4 i; -f"^ um 10 groher sein ala daa Dreifache 

▼on 2; daher ist 

8.2+ 10 — 4JP + 4, 
und daraua folgt 

X ■■■ 3. 

Die kleinere Zahl iat somit S, die grßrsere 6, und dieae Werte 
genOgen der Aufgabe. 



8.Aafgabo. [Vieta, Zet.IV, 1.] Eine gegeh«^)£^Quadrat« 
'sa.hl in swei Quadrate xu serfallen. 

Anfldauiig. Ea werde verlangt, .16 in awci Quadrate su 
teilen. Wird daa erste dieser Quadrate gleich 9? gesetsti ao 
mufs noch 16 — :^ vi einem Quadrate gemacht, werden. 

Wir bilden das Quadrat eines um die »Seite des gegebenen 
Quadrats 16 Terminderten beliebigen Vielfachen ton Xj etwa 
▼on 2x — 4. Das Quadrat dieser Zahl ist 4a;* -f 10 — 16jr, 
und diese Zahl mufii gleich 16 — 4^ sein. Werden [in 

4ä» -f 16 — 16«: — 16 - x«l 

die absuaiehenden 6r51aen beideraeita addiert und aodann 
Gleiches ton Gleichem aubtrahiert^ ao folgt 

fkr* — 16jf 
und daraua 

16 

*■" 5 * 
Es wird alao daa eine Quadrat ^^ , daa andere -^^ aein; in 

2dx + d" — a + md. 

aeittt daraua folgt 

« + Md -- d* 

*-*^^ — ii — 

• + *- ti 

Wird, wie oben, m »> 8, a *• 10 Totausgesetati so ist 

« — -frf f « + d— Q , 

und diese AusdrOcke liefern für d ■» 1 die Zahlen 6 und 7| Air 
d •» 9 die Zahlen S und 6, u. s. w. 

4* 



52 U- Bw^l»« 

400 

der Tliat iii die Bumnie dieser Zahlen -y— -« IG, 4ind dabei 
ist jede deriielliett eiue Quadratzahl^), 



0. Aufgabe, Nocliualige L&sung der Torhergehen* 
den Aufgabe« S« soll wieder die Quadratsahl lU in swei 
C^uadrate serlegt werden. 

Wir ictzen die Seite dea eraten Quadrats, gleich x, die 
des andern gleich einem um die Seite dea gegebenen Quadrats 
vorminderten beliebigen Vielfachen Ton x^ etwa gleich 2x — 4. 
Dann werden die Quadrate x*.und 4«* -f- IG — 16x aein. Die 
Summe dieser beiden Zahlen aoU gleich 16 aein, alao ist 

*) Soll allgemein a* in zwei Quadrate geteilt werdeOi so lOsen 
wir, indem wir unter m eine beliebige Zabl Terstehen» die Qleicbmig 

Cl* aas jr* ^ (WX o)* 

und erhalten für die Wurzeln der geauchten Quadrate 

tarn a(«i'— 1) 

Im Uesoudorn ist 

HefcanntUc)i hat P. Format seine Anmerkungen zum Diopkant 
auf den Kand eines Exemplars der Backet'i»cken Ausgabe ge- 
schrieben. Diese Anmerkungen sind sodann abgedruckt in der 
Ausgabo, welche B. Format (der Sobn des erstgenannten) 1670 
verautttaltet hat. Da diese Ausgabe sehr selten geworden ist, so 
sollen jene Demerkuugen des grofsen Mathematikers hier Aufnahme 
finden. Zu der vorliegenden Aufgabe bemerkt Format: j^Dagegen 
ist es ganz unmliglich, einen Kubus in zwei Kuben, ein 
Biquadrat in swei Bi«|uadrate, und* allgemein irgend eine 
Potenz aufser dem Quadrat in zwei Potenzen von dem* 
»elben Exponenten zu zerfallen. Hierfür habe ich einen 
wahrhaft wunderbaren Beweis entdeckt, aber der Kand 
iai zu klein ihn zu fassen." 

Ob Format wirklich einen Beweis des Satzes besessen bat, 
diifs die Uleichuug ^ir* -^ y* mm g'* in rationalen Zahlen nicht gelOst 
werden kann, sobald ii>2 ist? Man ist versucht, daran zu 
zweifeln, wenn man bedenkt, dafs trotz der Bemühungen von 
Männern wie Euler, Lejeune-Dirichiet, Kummer u.a. der Be- 
- - -^och nicht allgemein geführt ist (Vergl. jedoch über diese 
jOJeune-Dirichlet, Werke, I. p. 197.) 



k 
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nnd daraus folgt 

JiB wini daher die Seite des ersten Quadrat« -. » dieses selbtk 

,_. „„. ___ ^-l 

l 

• a 
«5 



also -V.7-, die Heite des xwcitcn Quadrats . . diesen selbst ^also 

•o • • • o 

r sein, und diese Werte genflgon offenbar der Aufgabe«' 



» 

10. Aufgabe« [Vietai Zet IV, 2, 8.| Eine gegebene 
Zahl, welche die Summe zweier Quadrate ist, in swei 
andere Quadrate zu teilen. * 

AoflSsung. Es sei die Zahl 13 Torgelegt, welche aus den 
Quadraten 4 und 9 besteht; Man soll dieselbe in swei andere 
Quadrate zerlegen. 

Wir nehmen die Seiten der genannten Quadrate, nämlich 
2 und 8, und setzen die Seite des einen gesuchten Quadrats 
gleich 4? -t* 2,' die des andern gleich einem beliebigen Viel- 
fachen Ton X, Termindert um so riele EinheiteUi als die Seite 
des zweiten Quadrats entliftlt, nimlich um 8*^. Dieselbe sei 

*) Soll allgemein a* -<)- 6* in swei Quadrate zerlegt werden, 
deren Warsein von a und fr rersohieden sind, so nehmen wir diese 
Wurzeln gleich x -{- df mx ^ b nn und erhalten duroh Auflösung 
der Gleichung 

(x + ay + {mx - fr)* — «• 4- fr» 

leicht . 

t(frfii - e) 

•o dafs sich für die gesuchten Wnrsebi 

, . arn^ -f tfrm ^ a . frm» — last — fr . 

« + «- üT^rr • «•«-»- — i^qpi — 

ergiebt, wo fllr m jede beliebige Zahl gesetzt werden kann. Format 
bemerkt zu dieser Aufgabe folgendes: 

„Kann man aber auch die Summe zweier Kuben in 
swei andere Kuben zerflllen? Diese sohwierige Aufgabe 
war sicherlioh Baohet und Vieta, Tielleioht sogar dem 
Diophant selbst unbekannt; ich habe sie aber unten in 
der Anmerkung zur iweiten Aufgabe des tierten Buches 
gelost^ 



n. Aufgabe. [Yieta^ Zet IV, 6.J Zwei Quadratzahlen 
zu finden, deren Uifferenx eine gegebene Zahl aeL 

Auflösung. Es wird terlangi, dafs die Differena der 
Quadrate gleich 60 eei. 

Wir letzeu die Seite dea einen Quadrate gleich ac, die dea 
andern gleich der Summe von x und einer beliebigen Zahl, 
wiilche nur der Beacbriinkung unterworfen iat, dafa ihr Quadrat 
nicht gröfser sein darf a^a die gegebene Differena*)« Auf dieae 
Weise bleibt nämlich auletst nur ein Glied auf jeder Seite der 
Gleichung, und die Aufgabe wird lösbar. 

£a sei also die Seite des aweiten Quadrats x + 3. Dia 

*) Bind ar*, {x -f- J)* die gesuchten Quadrate, a die gegeben« 
Differenz derselbeUi so soll • 

2dx + <P — a 
sein. Hieraus folgt 

alüo niufs d* < a bcin, damit x einen* pobitiven Wert erhalte. 



\ 
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gleich 2x — 3. Die Quadrate werden dann s^ + 4x -jr ^ und 
4** + — 12.C sei». 

Es bleibt noch ^ au bewirkeui dafs die Summe dieser 
Quadrate gleich 13 werde. Durch Addition derselben erhtlt 
man aber 5«* -f" 1^ "** ^^« ^^ >Aufs also 

5^ + 13 ^ 8:t* mm 18 

seiU| und daraus folgt 

a 

Nun hatte ich die Seite dea eraten Quadrate gleich 9-^2 

la 
gesetzt; dieselbe wird also sein. Die Seite dea iweiten | 

C)uadrata war 2x — 8; daa wird gleich -^ • Waa die Quadrate 

324 1 ' 

selbst betrifft, so wird das srste - — , das sweite ^r betragen; 

die Summe beider ist also -^^ und das ist gleich der vor- 
gelegten Zahl tS. 



{ 
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Quadrate selbst werden dann x* und $^ -{-Gx + d^ and ihr 
Unterschied wird 64? + ^ *®ii>* Hieser letztere soll gleich 

60 sein. Aus 

6x + — 60 
folgt aber 

X ■" 8y • 

Somit wird die Seite des ersten Quadrats Sj , die des sweiten 

lly, das eine Quadrat selbst 72 j, das andere 132j betragen, 
und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 



la. Aufgabe. [Yieta, Zet. IV, 7.] Zu zwei gegebenen 
Zahlen eine und dieselbe Zahl zu addieren, so dafs* 
jede der beiden Summen eine Quadratzahl sei. 

AüflösoBg. Es seien 2 und 3 die gegebenen Zahlen, die 
zu addierende Zahl x* Es soll also sowohl x -}- 2, als auch 
X -f* 3 ein Quadrat werden. Wir haben hier eine sogenannte 
dop)>elte Gleichung*); dieselbe wird auf folgende Weise 
gelöst: 

Man bestimmt die Differenz der gegebenen Zahlen und 
sncht sodann zwei Zahlen, deren Produkt gleich dieser Diffe- 
renz ist Es sind dies z. B. 4 und j* Nun setzt man ent- 
weder das Quadrat der halben Differenz dieser beiden Zahlen 
gleich dem kleineren der gesuchten Quadrate, oder das Quadrat 
der halben Summe beider Zahlen gleich dem grofseren der 



^ Die Aufgabe, für die Unbekannte einen solchen Wert zu 
finden, dafs zwei Funktionen derselben gleichseitig Quadrate werden, 
nennt Diophant eine itnlMoui^ oder dMlij Arony^oder itnXH Briotfi^. 
Ich habe, freilich ungern, den Ton Schulz, Nesselmann u. a. dafllr 
gebrauchten Ausdruck ^doppelte Oleiohung** beibehaltetti da ich 
keinen besseren Weifs, und eine Umschreibung mancherlei Un- 
bequemlichkeiten — besonders bei den Anmerkungen Fermate — > 
herbeifBhren würde. Inder lateinischen Obersetaung sagen Zylander 
und Backet duplioata aequaUtas; Lagrange (in seinen Zusfttsen zu 
Eulers Algebra), Brass inae ete. sagen double 6galit^, Heath über* 
setzt double^uation. 



66 11. Book 

gesucht«» Quadrate. Das Quadrat der halben Differeui jener 

beiden Zahlen ist aber -zr' £• »t ^Xuo 

ei. . 

und daraua folgt 

64 

Da« Quadrat der halben Summe jener Zahlen ist -tt-i und 
wird diea gleich dem gröfeeren Quadrat, also 

gesetsti so ergiebt sich ebep^alls 

97 t 

■ 64 

Die zu addierende Zahl ist somit jrrf und diese genfigt auch 

ott'enbar der Aufgabe. 

Will man nicht zu einer doppelten Qleichung gelangen, 
so hat man auf folgende Weise zu verfahren; ? 

Man soll eine Zahl suchen, welchci zu jeder der beiden 
Zahlen 2 und 3 addiert, ein Quadrat liefert 

Wir suchen zuerst eine Zahl, welche, um 2 vermehrt^ zu 
einer Quadratzahl wird, oder auch eine Zahl, welche, um 3 
vermehrt, zu einer Quadratzahl wird. Das leistet aber jede 
beliebige Quadratzahl, welche wir um 2 oder um 8 vermindert 
haben. 

Wir wollen die Zahl 2 benutzen. Wird 2 von «* sub? 
trahiurt, so ti!iHl4 der Rest a^ — 2, und diese Zahl wird offen- 
bar zu einem Quadrat, wenn 2 addiert wird. Wird aber 3 
dazu addiert, so erhillt man a;^ -f^ 1« Das soll gleich einem 
Quadrat gemacht werden. Zu diesem Zwecke bilden wir das 
Quadrat der Zahl, die entsteht, wenn wir x um so viele Ein- 
heiten vermindern, dafs der Ausdruck für x^ gröfser als die 
vorher abgezogene Zahl, im vorliegenden Falle also grofser 
als 2 wird; auf diese Weise bleibt numlich auf jeder Seite 
der Ulüichung nur ein Glied zurück. 

Es sei diese 2uhl x — 4. Dann wird das Quadrat selbst 






I 
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;e> + t6 — 8« betragen. Dies toll gleich ;e* + t sein. Wirft 
in der Gleiehung 

«• 4. 16 — 8 j: — Ä» 4- l 

die abxuziehende Zahl beiderseits addiert nnd sodann Gleiches 
▼on Oleichem subtrahiert, so bleibt 

8:r — 15, 
und daraas eririebt sich 

Wird diemr Wert^in den Ansdraek fUr di« gesuchte Zahl 
^ eingesetst, so ergicbt sich ihr dieselbe .^*^) 



^) um die Anfgabe allgemein in I5sea, nehmen wir an, ff, b 
seien die gegebenen Zahlen, nnd es sei n >5. Nach dem ersten 
▼erfahren setsen wir dann 

nnd erhalten 

(« + »)(•• — !>) — ff — ft, 

oder, wenn n eine beliebige Zahl bexeichnetv 

• («^,)(«_,)«(--»).«. 

Wird 

angenommeni so folgt 

•*- fn— » «^ ^ST ' 

und es ergtebt sieh filr die gesuchte Zahl der Wert 

Tut 4 a _ ft-it 

oder, WM duaelbe i*t, 

*-L — i* J-*- 

Im oben behandeltea Falle iit « •• 8, d ■» 9, alw 

WO M SO SU wählen ist, dafs x positi? wird. Der Wert x ^ 



ent8|irieht dem Werte « ■« j 



64 



68 II. Bneh. 

la. AvlkalM. (Vietoi 2et. IV| 8.] Von iwei gegebenen 
Zahlen eine und dieselbe Zahl Ton der Beaehaffenheit 
EU aubtrahiereni dafa jeder dar beiden Reste eine 
Quadratxahl sei ^ 

Auflösung. Es werde Terlangt» Ton 9 and 21 eine und 
dieselbe Zahl zu aubtrahiereni die ao bestimmt ist, dafs jeder 
der beiden Reste ein Quadrat aei« 

Wir subtrahieren Ton einer der beiden gegebenen Zahlen 
ein ganz beliebiges Quadrat und setzen diese Differenz gleich 
der gesuchten Zahl; denn wenn wir dieselbe von der gegebenen \ 

Zahl subtrahiercui so bleibt ein Quadrat Qbrig. 

Es sei also Ton das Quadrat x' subtrahiert; der Best 
ist dann 9 — st". Wir müssen jetzt auch von 21 diese Diffe- 
renz 9 — j;' subtrahieren und den Rest zu einem Quadrat 
machen. Wenn wir aber 9 — o;* von 21 subtrahiereni so bleibt 
.r* +1^* ^^^ voll zu einem Quadrat gemacht werden. 

Zu diesem Zwecke bilde ich das Quadrat der Zahl, die 
erhalten wird, wenn von x eine Zahl subtrahiert wird, deren . 
Quadrat mehr als 12 betragt. Auf diese Weise wird erreicht, < 

dafs auf jeder Seite der Gleichung nur ein Glied übrig bleibt. 
Es sei jene von x zu subtrahierende Zahl 4. Dann wird das 
Quadrat j;* + 1^ — 8^ betragen, und es soll 

a;« 4. 16 — 8a: — X« + 12 

sein. Wird jetzt Gleiches von Gleichem subtrahiert, so bleibt 

Um das zweite Verfahren allgemein darzustellen, nennen 
wir die gesuchte Zahl af — a und setzen, unter n eine beliebige 
Zahl verstehend, 

dc* - o + 6 — (x - n)\ 
Daraus ergiebt sich leicht 

und man erholt für die gesuchte Zahl, wie oben, 

Der letzte Ausdruck zeigt auch, wesbalb der Ausdruck von ar* 
grOfser sein soU als die vorher abgezogene Zahl o. • 



und daraoi folgt 

1 '-t- 



} 
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8« — 4, 



Nun igt 9 - V - ^- WM davoD x*, d. i. IH subtrahiert, 



660 
64 



SO erhalt man die Zahl -jrr-f welche der Aufgabe genagt*). 



14. Anllsabe. [Yieta, Zei IV, 9.] Zwei gegebene Zahlen 
▼on einer und derselben Zahl su subtrahieren, die 
so beschaffen ist, dafs jeder der beiden Reste ein 
Quadrat sei. 

Auflösung. Es wird Terlangt, die Zahlen 6 und 7 tou * 
einer solchen Zahl zu subtrahieren, dafs jeder der Reste ein 
Quadrat sei. 

Wir setzen die gesuchte Zahl gleich x. Wird daTon 6 
subtrahiert, so bleibt x — 6,. und das soll gleich einem Quadrat 
sein. Wird aber 7 subtrahiert, so bleibt x — 7. Wir kommen 
also in dieser Aufgabe wieder su einer doppelten Gleichung, 
und da die Differenz der Zahlen 7 und 6| d. L 1, gleich dem 

Produkt aus 2 in •j' angenommen werden kann, so erhalten 

*) Sind a, fr die gegebenen Zahlen, wo b > a sein möge, so 
genOgt die Zahl a — «* für jeden Wert ron » der Bedingung, 
dafs, wenn man sie Toh a subtrahiert, der Rest ein Quadrat sei. 
Es mufs abo noch fr — (a — dp*), d. i. fr — a -f- dp' su ebem 
Quadrat gemacht werden. 

Setzt man su diesem Zwecke 

fr — o + «*-»(dr — !•)•, 
so erhilt ma|i 

^_ n«-(fr- a) 

und die gesuchte Zahl ist 

Die ton Diophaat angegebene Bedingung drfickt also nur aus, 
dab j? einen positiven Wert haben solle, nicht dab die gesuchte 
Zahl selbst positir wsfde, ein Haagel, anf den schon Baehet hinweisi 
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191 

wir ichlieliilich für die Uubekauiito x den Wert -j^, weicher 
auch der Aufgabe genflgt. 

Will man die doppelte Gleichung jermeideni so hat man 
in folgender Weise die Untersuchung aniustellen: 

Wir fragen suersti von welcher Zahl man 6 subtrahieren 
mUssCi um ein Quadrat übrig su behalteli. Offenbar wird diese 
Forderung von jeder beliebigen um 6 vermehrten Quadratzahl 
erfüllt. 

Es sei x^ das genommene Quadrat, so ist a;* -f* ^ ^'^ 8®* 
suchte Zahl; denn es leuchtet ein, dufs, wenn 6 von derselben 
subtrahiert wird, der Uest wirklich ein Quadrat ist. 

Es mufs nun noch 7 vdn x^ -i- 6 subtrahiert und der 
. Rest zu einem Quadrat gemacht werden, d. h. x^ -7 1 mufs 
ein Quadrat sein. 

Wir bilden das Quadrat von x — 2; dies Quadrat wird 
jf3i -^ 4 — 4j: sein. Wird dasselbe gleich x* — 1, [also 

a;* + 4 - 4j; — X« — 1] 
gesetzt, so ergiebt sich - 

6 

191 

und wir erhalten somit für die gesuchte Zahl den Wert -r^ , 
welcher auch der Aufgabe genügt. 



16. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in zwei Teile sn 
teilen und dazu eine Quadratzahl von der Beschaffen- 
heit zu ermitteln, dafs dieselbe ein Quadrat bleibt^ 
wenn sie zu jedem der beiden Teile addiert wird. 

Auflösung. Es wird verlangt, 20 in zwei solche Teile zu 
zerlegen. ' , / 

Wir wählen zwei Zahlen von der Beschaffenheit, dafs die 
8umme ihrer Quadrate kleiner als 20 sei*^). ' Diese Zahlen 

*) Idt allgemein a die zu teilende Zahl, und wird das Quadrat, 
durch deaheu liinzufüf^'ung jeder Teil eine Quaiiratzabl wird, mit 
X* bezeichnet, so kann man die Teile von a gleich 2mx -f* m' 
und 2nx -f' ''* Hetzen, wo m, h beliebige Zählen sind. Die Summe 
beider Teile rnuls a »ein; also erhält man die Gleichung 



\ 
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seien i und 3. Addieren wir zu jeder derselben x^ so sind 
die Quadrate der erhaltenen Summen o:* -f* ^^ "f* ^ ^"i^ 
x^ + 6x + 9. 

Wenn wir ron jedem derselben a^^ also ein Quadrat^ sub- 
trahieren , so erhalten wir zwei Zahlen, welche offenbar der 
Bedingung genügen | dafs jede Ton beiden durch Hinzufttgung 
einer Quadratzahl zu einem Quadrat gemacht wird. 

Wird aber Ton jenen beiden Quadraten x^ subtrahiert, so 
bleibt Ton dem einen 4x + 4, von dem andern 6j? -f* ^ übrig. 
Die Summe dieser beiden Reste soll gleich SO, also 

lOx +13 — 20 
sein. Daraus! folgt 

* to 

Es wird also der eine Teil jr, der andere -j^ sein, und diese 
Werte genügen der Aufgabe. 



16. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in zwei Teile zu 
teilen und dazu eine Quadratzahl ron der Beschaffen- 
heit zu suchen, dafs dieselbe ein Quadrat bleibt^ wenn 
jeder Teil ron ihr subtrahiert wird. 

AuflSsuBg. Es sei wieder aufgegeben, die Zahl 20 in der 
Terlangten Weise zu teilen. 

Wir nehmen als Seite des gesuchten Quadrats die Summe 
Ton X und einer Zahl, deren Quadrat nicht grSfser als 20 ist 
Dieselbe sei « + 2; ihr Quadrat wird dann d^ -f ^^ + "^ ^^^f 

(3mx 4- m*) -f (3fix -(- n") — a, 

welche den Wert 

a - (st' + 11?) 

•^^ «(si + n) 

liefert; dieser Ausdruck seigt die Bereohtigong der Tön Diophaat 
in betreff der Wahl ton m, n gestellten Bedingung. Für die Teile 
Ton n ergeben sich 

a -f si» — > a* - o + mn — *•• 

Sl + W Sl + fl * 

1 

wo fNi n unbestimmt bleiben. 
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und et leuchtet ein, dab, wenn man hienron 4^ + 4 lub- 
trahiert, der Hest ein Quadrat sein wird. Ebento bleibt ein 
Quadrat^ namlicb »^ -f* 2« + 1 übrigi wenn man 2s + 8 lub- 
trahieri 

Aus diesem Grunde nehmen wir als ersten Teil 4x -f* 4, 
als I weiten Teil ix + ü an, als das gesuchte Quadrat aber 
X* ^ 4x '^ 4\ denn dieses giebt bei Subtraktion jedes Teils 
ein Quadrat als Rest 

Es bleibt noch su bewirken, dafi die Summe der Teile 

gleich der zu teilenden Zahl sei. Beide Teile geben zusammen 

6x -{- 1\ also mufs 

Gx + 7 — 20 

sein. Wird Oleiclies Ton Gleichem subtrahierti so folgt 

IS 

X mm — . 
6 

TS 44 

Somit ergiebt sich fttr den ersten Teil ^ i fthr den sweiten ^ , 

S26 

für das Quadrat ^^ , und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

*) Ist allgemein a die tu teilende Zahl, so nehmen wir 

(a? + m)* — of* + 2mx + m* 

als das su betttimmunde Quadrat, also 2mix 4" ^' ^> ersten und 
2Hg '^ (2mn — fi') als xweiten Teil von a an. Denn bei Bub- 
traktion des ersten Teils von (x + m)' bleibt x\ bei Subtraktion 
des sweiten Teils dagegen x* -^ 3(m -— n)x -{* (fn' — 3iiiii-f- n^ 
also ebenfalls ein Quadrat al« Itest. I>ie Summe beider Teile 
soll a sein; also besteht die Gleichung 

2ma; + •••* + 2ii« + ümn — »• ■■ a, 

und diese liefert 

g — w* -f a' — Sm a 

•'■" nm + n) 

Der erste Teil ist. danach • 

M -f- a * 

der sweite 

»(a — mn + m*) 

m -|- » * 
das gesuchte Quadrat [^ ^ 4.)"] * Dio|ihants Lösung eat* 
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17. Aufgabe. Zwei Zahlen su finden, die in einem 
gegebenen Verhultnime stehen und so beschaffen 
sind, dafs jede, wenn man sie nm ein gegebenes 
Qnadrat'TeFgröfsert, eine Qoadratsahl wird. 

Anflosung. Es sei aufgegeben, dafs die gröfsere Zahl das 
Dreifache der kleineren 'sei, nnd dafs jede der beiden Zahlen 
ein Quadrat bilde, wenn sie um 9 Tergrbfsert wird. 

Wenn wir su einem beliebigen Vielfachen ron a die Zahl 3 
addieren und Ton dem Quadrat dieser Summe 9 subtrahieren, 
so wird die Differenz die eide der gesuchten Zahlen sein. Es 
sei demgemftfs x' + 0« die kleinere Zahl, so wird die gröbere 
iisf '{'.IBx sein, und wir mOssen noch bewirken, dafs auch 
diese letztere durch Addition Ton 9 zu einem Quadrat werde. 
Sie wird aber gleich Sd?' -{* 1^^ "H ^i ^i®" soll >^o «i^ Quadrat 
sein. Nehmen wir als Seite dieses Quadrats 2jp -— 8 An, 

[setzen also 

8«« + 18« + 9 — (2ar - 8)«], 

so ergiebt sich 

« — 30. 

Danach wird die kleinere Zahl 1080, die gröfsere 3240 sein, 
und jede wird, wenn man 9 hinzufQgt, das, was die Aufgabe 
Terlangt*). 

spricht den Werten m ■» 2, n «■ 1. Die Bedingung, dafs m' nicht 
grOfser als a sein dürfe, ist nicht aufrecht tu erhalten, sondern 
es mufs, n < m Torausgesetit, o -f* ^' ^ ^^ ^^i wenn steh 
positiTe Werte ergeben sollen. 

*) Soll allgemein die grOfsere Zahl das m fache der kleineren 
sein, und ist oF das gegebene Quadrat, so ist ft*«* -{* 2alrdr die 
kleinere der gesuchten ZMw^ also mlrx^ -{* ^okmx die grdbers, 
und wir haben, um mlftf -f* 2aitm« -j-a^ in efai Quadrat su Ter* 
wandeln, 

ml^a? + ^akmx + 0* — (Ix -f a)* 

itt setMu, woraus sieh 

tag ^ Sit) 

*~ sii*-.** 

ergiebt, wo o, m gegsben sind, wihrsnd Is, I unbestimmt bleiben. 
Oben ist « ■• 8| m ■■ 8 angenommen, und Diophants Losung eni- 
apricht den Werten ft «• 1, I «• — 9. 



l 



64 ILBmIi. 

lt. Aoigßh^. Drei Zahlen in findeB, welche da- 
durch einander gleich werden, dafa eine jede der 
folgenden einen Yorgeaehriebenen Brnchleil ihres Be- 
trages und dam noeh eine gegebene Zahl abgiebt. 

Anflöeug. Es wird Yerlangt, dafa die erale Zahl ein 
Ffinftel ihres Betrages und noch 6 der sweiteu, die aweite ein 
Sechsiel ihres Betrages und noch 7 der dritten, endlich die 
dritte ein Siebentel ihres Betrages und noch 8 der ersten 
abgiebt. 

Wir setzen die erste Zahl * gleich bx und die sweite 
gleich Qx^). Wenn nun die sweite Ton der ersten x-^ 6 erhult, 
so wird sie gleich 7x -{- 6. Sie giebt aber an die dritte ein 
Sechstel, d. i. x, und nodi 7 ab, wird also gleich 6j; — 1. 

Es bleibt jetzt noch au bewirken, dafs auch jede der 
beiden anderen Zahlen durch die Vergröfserung und die Ver» 
kleinerungy die sie erfiUirt, gleich 6x — '1 werde. 

Indem nun die erste Zahl ein Ffinftel ihres Betrages und 
6 hergiebt, sinkt sie auf 4jc — 6. Dadurch dafs sie eiu Siebentel 
der dritten Zahl und noch 8 erbiilt, soll sie 6x — 1 werden. 
Nun muf;! man aber 2x + b zu 4x — 6 addieren, um 6« — 1 
zu erhalten. Daher ist 2x -f- & gleich einem um 8 jermehrten 
Siebentel der dritten Zahl. Wenn also 8 von 2jr + ^ ^^^ 
trahiert wird, so mufs der Rest, d. i. 2x.— 3, gleich einem 
Siebentel der dritten Zahl sein. Die dritte Zahl selbst ist 
folglich Ux — 21. 

Jetzt mufs noch diese dritte Zahl dadurch, dafs sie ein 
Sechstel der mittleren Zahl und noch 7 empfangt, dann aber 
ein Siebentel ihres Betrages und noch 8 abgiebt, gleich Ox^ l 
werden. 

Weun die dritte Zahl «hi Siebentel ihres Betrages und 
nucb H hcrgiobty so bleibt V2x — 26. Nun erh&lt sie aber 
von der mittleren Zahl eiu Sechstel und noch 7; dadurch wird 
sie gleich li\x — 11». Das soll gleich ÜX'^l sein Aus 



*) Durch die Amiahme, dafs die Zahlen sich wie 5:6 Ter- 
halten ^ttoUen, verwandelt Diophant die unbestimmte Aufgabe in 
eine bestimmte. 
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ISd? — 19 «- 6« - 1 
folgt aber 

18 

* 7 

Es wird also die erste Zahl _ , die «weite , die dritte 
-=- sein, and diese Werte gendgen der Aufgabe*). 



[Andere Anfldsnng der 18. Aufgabe.] Wir setzen die 
erste Zahl gleich bx, die zweite gleich 12. Die zweite soll von 
der ersten ein Fnnftel, d. i. x^ und noch G erhalten; sie wird 
also gleich x + 18. Nun giebt sie aber an die dritte Zahl 
ein Sechstel ihres anfänglichen Betrages und noch 7 ab; sie 
wird also zuletzt gleicht x -f ^ >^>>i* 

Es erübrigt noch, dafs auch jede der beiden andern 
Zahlen infolge der VcrgrSfserung und der Verkleinerungi die 
sie erfahr^ gleich x '\'0 werde. 

Indem die erste Zahl ein iTOnflel ihres Betrages und 
noch G abgiebty wird sie gleich 4x — G. Nun soll sie durch 
IlinzufQgung eines Siebentels der dritten Zahl und der Zahl 8 
auch gleich x + 9 werden. Das wird sie, wenn man 15 — 8 a? 
addiert Daher ist 15 — So; gleich einem um 8 vermehrten 
Siebentel der dritten ZahL Wird also 8 tob 15 — Sx sub* 



*) Werden die geiaehten Zahlen allgemein 6jr, Bjfi It ge- 
nannt, so liefert die Aüsflibriuig der angegebenen Andernngen die 
beiden Oleiehungen 

4x + ' + 2 — • 6y + « — 1 

6f + «— 1 —ejr + y— 1, 

welche die Werte 

'"•"IT"» ' — —TT 
ergeben, wo |f unbestimmt bleibt Diophaats Lösung entspriebt 

Will man nur ganxe Zahlen sulasseni so liefert das be- 
kannte Terfahren flir die erste Zahl ISOft -f* M| ^^ ^1^ zweite 
114lr-f 48, fllr die dritte 119» + 49, wo k Jede ganze Zahl 
sein kann. 

nU^liAtl, Aritli««lllt. 5 
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trahiert, ao erhiLU man ein Siebentel der dritten ZahL Da 
Hieb bieirfUr 7 — Sx ergiebt, eo wird die dritte Zabl selbei 
49 — 21 j; sein. 

Jetst mufii nocb bewirkt werden , dafs diese dritte Zabl» 
wenn sie von der mittleren ein Sechstel des Betrages der* 
selben und noch 7 erhalt, lugleicli aber ein Siebentel ihrea 
eigenen Betrages und nocb 8 an die erste hergiebt, gleich 
X -|- 9 werde. Durch diese. Abgabe und Annahme wird sie 
aber gleich 43 — 18^:. Setzen wir dies (d. i. 

43 — 18j I — u + 9, 
so ergiebt sich ^ 

Es wird also die erste Zahl . die zweite ,^ , die dritte ,^ sein. 

Iv IV Iv 



10. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Teile in 
teileUi welche einander gleich werden, wenn eine jede 
an die folgende einen vorgeschriebenen Bruchteil 
ihres Betrages und noch eine gegebene Zahl abgiebt. 

Auflfisang. Es soH die Zahl 80 in drei Teile geteilt 
werden, welche einander gleich werden, wenn die erste ein 
FQnftel ihres Betrages und noch an die zweite, die zweite 
ein Sechstel ihres Betrages und noch 7 an die dritte, die dritte 
endlich ein Siebeutel ihres Betrages und noch 8 au die erste 
abgiebt '^). 

^) Im Original bcbliefst sich hier die oben gegebene andere 
Auiirisung der 18. Aufgabe sn. Ich habe kein Bedeuken getragen, 
dieselbe sn die ihr zukommende ' Stelle zu »etzen. 

Die vorliegende 19. Aufgabe ist im Original nicht gelOst. 
Dbriguns macht die L2)sung nicht die geringste Schwierigkeit. Zu 
den bcideu in der Anmerkung zur 18. Aufgabe gegebenen (Uei- 
ckuugeii kommi4u>cb 5 a; -|- ^i/ 4" 7j »= 80 hinzu, und man erhalt 
leicht für die gesüßten Teile 

U440 . Ü78S - 9834 

"^ " atts » ^*^ " ":<ö8 • '^ "^ »f.» ' 

lleath folgert (pag. 26) hier durch eine höchst geistreiche 
Betrachtung, daf« die Venttümmeluug der Arithmetik Uiophanta 
schon vor dem 11. Jahrhundert erfolgt bein rnUä^e. 
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ao. Aufgabe. Drei Qoadratiahlen von der Beschaff en- 
heii SU findeoi daft die Differens iwischen der grdfiiten 
und mittleren su der Differens swischen der mitt* 
leren und kleinsten in einem gegebenen Verhiitnisae 
stehe. 

Anflfisung. Es soll die erste Differens das Dreifache der 
sweiten sein. 

Wir setsen das kleinste Quadrat gleich dc', das mittlere 
gleich x* -(* 2^ + 1» «aIso gleich dem Quadrat ron o; -f* 1« 
Dann wird das giftfste Quadrat a;* -{* ^^ + ^ >^in* Daher 
murs i;* 4* 8^ + ^ ^"^ einem Quadrate gemacht werden. 

Zu diesem Zwecke bilden wir das Quadrat der Summe 
Ton X — damit x^ erscheine t* und so vielen Einheiten^ dafs 
in dem Ausdruckei ftlr das Quadrat der Koeffisient von x und 
^das Ton x unabhftngige Glied' nicht beide grSfser seien als 
besiehungs weise 8 und 4, sondern dafs die eine jener Zahlen 
grSfser, die andere kleiner sei als besiehungsweise 8 und 4. 

Es sei 3 diese [su x su addierende] Zahl. Dsnn soll das 
Quadrat, d. i. 

j« + 0/r + y — .r» + 8.r + 4 

sein. Daraus folgt 

Danach wird das gr&fste Quadrat \V\\ ^ das kleinste flj , das 
mittlere 121- botragen, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

*) Wird allgemein das kleinste Qntdrat glelöh 9?^ das mittlere 
gleich («4*^)' go"etst| und soll die Differens swi sehen dem 
grOfsten , und miltleren das mfaohe der Differens swisoken dem 
mittleren und kleinsten sein| so wird das grObte Quailrat 

(jp + »)« + m[(r + »)«-.»«J 

betragen. Diesen Ausdruck ii^ein Quadrat sn rerwaadeltti setsen wir 

^ + aft(m + \)x + lk>(m + 1) — (J^ + W^ 
und erhalten leicht • i 

Darin sind ft, I unbestimmt , wihrsnd m gegeben ist. Die ge- 
suchten Quadrate sind also 

5* . 
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81. Aufgabe. Zwei Zahlen toh der Beachaffenhoii 
SU finde 11, dafH dai Quadrat einer jeden, auch wenn 
man es um die andere Zahl vermehrt, eine Quadrat- 
xahl bleibt. 

AuflÖBung, Wir nehmen an, die erste Zahl sei x, und 
damit das Quadrat derselben, wenn man es um die sweite 
Zahl vermehrt, ebenfalls eine Quadratsahl werde, so setzen 
wir die zweite Zahl gleich 2a' -|- 1. 

Es erübrigt noch, dafs auch das Quadrat der zweiten Zahl, 
wenn dasselbe um die er^te Zahl vermehrt wird, ein Quadrat 
werde. Wenn mau aber zum Quadrat der zweiten die erste 
Zahl addiert, so erhält man* 4u''^ -j" ^'^' + 1* ^^^^ ^^^ gleich 
einem Quadrat seiu. 

Als äeiie dieses Quadrats nehmen wir 2u' — 2 an« Das 

Quadrat dicKer Zahl ist 4x'^ -j- '^ ^ ^^'i ^^^^ ^^^ 

4:t* + 5.1 + 1 = 4u* + 4 — 8.r 
ergiebt sich 

Din erste Zahl wird al^o , die zweite ^ sein, und diese 
Worte genügen der Aufgabe*^). 

22. Aufgabe. Zyei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat einer jeden, wenn man es 
umdieandereZahl vermindert, eineQuadratzahlbleibt. 

ri- /«-m-ii« r£ i«-ji/+ii«+n« r-t (s/— i)i«+i)~/n> 
Lji*w + i -d' L«' tw + i-4 J» U ' «T+i-i J» 

z. B. Ui für M -» 3, i- 3» 2, / ~ 3 das kleinste Quadrat 26, das 
nüitlere 49, das gröfdie 121. 

*) Wird allgemein die erbte Zahl gleich dr, die zweite gleich 
2kx '^ i* gedetzt, wo k unbedtimmt bleibt, so haben wir, um auch 
der zweiteu Forderung zu genügen, ^ 

{2kx + k^y + a? =. (2A-:r + m)* 

anzunehmen, wo m eine zweite unbestimmt bleibende Zahl be* 
zeichnet. Es ergiebt sich für die gesuchten Zahlen 

w« — Jt* j S*»- 4Ä»iii + l« + SitwV 



4A»— 4Aiw + 1 4it» — Akm + 1 

Diophants Lösung entspricht den Werten i; «^ l , m ■« — o. 
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AnflSsniig. Wir nehmen als kleinere Zahl die Summe 
Ton X und einer beliebigen Zahl an, etwa x Hh 1« 

Damit nun, wenn man ron dem Quadrat der kleineren 
Zahl die gröfsere Zahl subtrahiert, ein Quadrat flbrig bleiboi 
niurs die gröbere Zahl gleich dem um x* rerminderton Qua- 
drat der kleineren angenommen werden. Nun ist aber das 
Quadrat der kleineren Zahl jk;* -f- ^^ + U d<^her wird, indem 
x^ weggelassen wird, sich für die gröfsere Zahl 2x -{- 1 er- 
geben; denn unter dieser Annahme wird offenbar dos Quadrat 
der kleineren Zaht^ wenn man- die gröfsere Zahl davon sub- 
trahiert, ein" Quadrat sein. 

Es mufs aber auch das Quadrat der grofseren Zahl, näm- 
lich 4j? -f 4^ + ly wenn man es um die klemere Zahl Ter* 
mindert, ein Quadrat ergeben. Diese Differens ist 4ai^ -f 3^* 
Dieselbe soll gleich einem Quadrat sein. Wir setsen daher 

4x« + 8;r — {dxy 
und erhalten 

8 

Die kleinere Zahl wird also -^ , die gröfsere -r- sein, und diese 
Werte genflgen der Aufgabe*). 



*) Allgemein setsen wir die kleinere Zahl gleich x -f- it, die 
gröbere gleich 2kx -^ if; damit dann das Quadrat der grörserea 
Zahl, um die kleinere Tcrmindert, gleichAdls ein Quadrat sei, nehmen 
wir, unter m eine sweite unbestimmt bleibende Zahl rerstehend, 

{2kx + /b*)« -- <r -f Ä) — {2kx + my 

an und erhalten leicht fttr die gesuchten Zahlen die Werte 

oder, wenn fc «■ 1 angenommen wird, 

, ^ S — 4SI -f w' « I - 8— 4si + tsi' 

Diophaat gelangt, da er Ton Tomherein Ifc ^ 9 annfaniat, su 
4s^'\'9xy i.h einem Ausdrucke von der Form a'«^ -{- hx. Diesen 
in ein Quadrat su yerwaadeln, setst er a*s^ -f frj; ■■ e*a^, wo 

h 
i?>tf sein mub, und erhilt x «■ -i »• 

c -• •• 
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88. AQigßh%. Zwei SSahlen Yon der Beaehaffenheii 
SU findeni dafs das Quadrat einer jeden, wenn ei am . 
die Summe der beiden Zahlen Termebrt wird, ein 
Quadrat bleibt 

Alfflfiaung. Wir nehmen die kleinere Zahl gleich x und 
die grdleere gleich x -{* 1 an, damit daa Quadrat der kleineren, 
d. L x\ wenn man es um die. Summe der beiden Zahlen, d. i« 
2j; 4" 1 vermehrt, ein Quadrat werde. 

Es bleibt noch zu bewirken, dals auch das Quadrat der 
grdfseren Zahl, wenn es um die Summe der beiden Zahlen 
vermehrt wird, ein Quadrat bilde. Wenn wir aber aum Qua- 
drat der gröfiiercn Zahl die Summe beider Zahlen addieren, 
so erhalten wir x^ -{- 4x -j- 2. Das soll ein Quadrat sein. 
Wir nehmen als Seite dieses Quadrats x — 2 au. Dann wird 
dtts Quadrat, d. I. 

u» + 4 .1x«u* + 4j' + 2 
sein, und daraus erhält man 

S ' 10 . 

Die kleinere Zahl wird also -^ , die grftfsere -g sein, und diese 
Werte genttgen der Aufgabe*). 

84. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu fiudeu, dafs das Quadrat einer jeden eine Quadrat* 
zahl bleibt, wenn es um die Summe der beiden Zahlen 
vermindert wird. 

Auflösung. Wir setzen die kleinere Zahl gleich x, und 
damit das Quadrat der gröfseren, i^enn es um die Summe der^ 
beiden Zahlen vermindert wird, eine Quadratzahl bleibe, nehmen 
wir die gröfsere Za^hl gleich x -{- l tiu. 

Nun mufs noch das Quadrat der kleineren Zahl, wenn 
es um die Summe der beiden Zahlen vermindert wird, eine 
Quadratzahl bilden. Dasselbe wird dann a^ — 2x — 1 be- 
tragen, und dieser Ausdruck soll ein Qu%4rat sein. 



^) Boi dieser und der folgenden Aufgabe \%i die Verall- 
gemeinerung der Lödung gauz ähnlich wie in der 22. Aufgabe 
autizuftthreu und kann daher wohl dem Leser überlassen bleiben. 



II. Buch. 71 

Als Seite dieses Quadrats nehmen wir x — 3 an. Dann ist 

X» + 9 — 6jc — x' — 2j; — 1, 

nnd es ergiebt sich 

.r « 2 1 

Die kleinere Zahl wird also 2y» die grSfsere 3j sein, nnd 
diese Werte genOgen der Aufgabe. 

M. Aufgabe. Zwei Zahlen ron der Beschaffenheit 
an finden, dafs das Quadrat ihrer Summe eine Qua« 
dratsahl bleibt, wenn es um jede der beiden Zahlen 
Termehrl wird. 

AnfUisnng. Da x' eine Quadratxshl giebt, sowoAl wenn 
msn Sx^f als auch wenn man 8x' dazu addiert, so nehmen 
wir an, die eine der gesuchten Zahlen sei 3x\ die andere Sx*, 
das Quadrat der Summe beider ji^. Bei diesacAnnahme wird 
• nämlich das Quadrat der Summe der Zahlen, wcuh es um jede 
derselben rermehrt wird, eine Quadratsahl bleiben. 

Da nun die Summe der beiden Zahlen llx* ist, so wird 
das Quadrat der Summe 121 Jt^ sein« Dasselbe ist Aber auch 
gleich x\ Wir. haben daher 

121«« — xl 

Es müssen jetat auch die Seiten beider Quadrate einander 
gleich sein, also 

11j;*»«j;. 

Wird nun alles durch x dividiert, so erhftlt man 

llx— 1, 
nnd daraus ergiebt sich 

Die eine Zahl wird also .rr , die andere ^ , das Quadrat ihrer 
Summe t^^ sein, und diese Werte genflgen der Aufgabe*). 



*) Für die gesuchten Zahlen ergeben sich aUgeinein die Werte 

wo ft, ii willkOrlich angenommen werden kOnnen. Diophaats LOsaag 
entspricht den Werten ft ■■ 1, w ■■ 9. 
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, 86. Aufgabe. Zwei Zahleu Yon der Beschaffenheit 
SU fiudeui dafs das Quadrat ihrer Summe eine Qua- 
dratxahl bleibt| wenn es um jede der beiden Zahlen 
vermindert wird. 

Auflösung. Ich nehme suerst irgend eine Quadratzahi, 
von welcher bei Hubtrakiiun einer jeden fon swei beliebigen 
Zahlten ein Quadrat übrig bleibt. 

Die^e Quadratzulil sei Ui, welche Zahl sowohl bei 8ub* 
iraktiou von VJ^ als auch bei Subtraktion von 7 ein Quadrat 
als Rest giebt 

Nun drücke ich die gcüuchten Zahlen durch x* aus und 
zwar die eine durch VJx^, die andere durch lx\ das Quadrat 
ihrer Summe aber durch IGx'; denn bei dieser Annahme bt 
die Uedingung erfttllt| dafs das Quadrat der Summe beider 
Zahlen, wenn man es um jede derselben vermindert, eine 
Quadratzahl als liest giebt. 

Es bleibt jctxi noch zu bewirkoU| dafs das Quadrat der 
Summe beider Zahlen gleich lux- sei. Danii müssen alier auch 
die Seiten beider Quadrate einander gleich sein, aläo 

und daraus erhalt man 

4 

X «SB 

19 

Die erste Zahl ist somit rrr, die zweite ^-«r , und diese Werte 
genügen der Aufgabe*^). 



i 



27. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs ihr Produkt, wenn es um jede der* 
selben vermehrt wird, ein Quadrat bilde, und dafs 
zugleich die Summe der Seiten dieser Quadrate gleich* 
einer gegebenen Zahl sei. 



*) Allgemein kann da^ Quadrat der Summe beider Zahlen 
mit a , die eine Zahl mit 2 ab — 6', die andere mit 2ac — c^ 
bezeichnet worden. Die Zahlen a, 2», c haben dann nur der. einen 
Bedingungsgleicbung 

zu genügen. 
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Auflfisung. Efl wird rerUngti dafi dio Huiume der Seiten 
der Quadrate U bcirago. 

Wenn die grurscro Ton xwei Zahlen daa um 1 Tcrminderte 
Vierfache der kleineren ist, so giebt das Produkt der Zahlen, 
wenn man es um dio kleinere Zahl vermehrt, ein Quadrat. 
Daher setscn wir die kleinere Zahl gleich x, die grufsere 
gleich Ax — 1, und nun trilH es au, dafs das Produkt ein 
Quadrat wird, wenn man die kleinere Zahl dasu addiert. 

Es soll nun ebenso'das um die gröfsere Zahl, d. i. 4x — 1, 

Termehrte Produkt ein Quadrat sein, und iwar muli die Seite 

dieses Quadrats gleich der Differens Ton 6 und der Seite des 

kleineren Quadrate sein, damit der Aufgabe gemüli die Summe 

der beiden Seiten 6 betrage. Wenn man aber tum Phnlukt 

der beiden Zählen die grofserc Zahl addiert, ao erhilt man 

4i;*-f 3x— 1, und das (^uadnit Ton fi — 2x ist 4i:*-f 36— 24x. 

Es mufs also 

4jct 4. 3jp _ 1 _ 4jpt ^ 36 _ 24« 

sein, und daraus folgt • 

X mm - — • 

Nun hatten wir die kleinere Zahl gleich x gesetzt; diese ist 
also 1^; die gröfsere war 4x.— 1; das ist ^^ , und diese 
^ Werte genügen der Aufgabe*). 

88. Aufgabe. Zwei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
SU finden, dafs das Produkt derselben, wenn es um 
jede der Zahlen Termindert wird, ein Quadrat bilde, 
und dafs sugleich die Summe der Seiten dieser beiden 
Quadrate gleich einer gegebenen Zahl seL 

*) Allgemein setsen wir die gröbere Zahl gleich a^x — 1, 
die .kleinere gleich x und nehmen an, die Summe der Seiten der 
beidea auf die angegebene Weise gebildeten Quadrate sei 5. Dann 
besteht die Gleichung 

und daraus folgt 

•~la^ + a»^l* '■'■•^' 



I 

t 
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AvflteMSg. Man f^rlangt, «lab die Biamnie der 
betrage.' 

Wenn die gröfnere Ton awei Zahlen daa um 1 fermehrte 
Vierfache der kleineren ist, so Ui das nm die kleinere Zahl 
verminderte Produkt der Zahlen ein Quadrat Daher letien 
wir die grör^ere Zahl gleich 4x + \, die kleinere gleich X] 
dann wird das Produkt beidori wenn man es um die«kleinere 
Zahl vermindert, gleich dem (Quadrat 4a^| dessen Seite 2x ist. 

Es mufs nun noch das Produkt der beiden Zahlen ein 
Quadrat seiu, wenn mau die gröfsere Zahl davon subtrahiert, 
und die Summe der Seiten beider Quadrate mufs gleich der 
gegebenen Zahl 5 seiu. Wird aber das Produkt der Zahlen 
um die gruboro Zahl vermindert,, so crhult man 4a;^--3:r — 1. 
Das 8oll gleich dem Quadrat über der Seite ö — 2jc sein. Aus 

4*^ - Sx — 1 « (5 - 2xy — 25 + 4jt» - 20x 

erhalt muu aber 

•* 17» 

SS 181 

daher wird die kleinere Zahl j., die gröbere y^ betragen, 
und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

88. Aufgabe. Zwei Quadratzahlen von der Be- 
schaffenheit XU finden, dafs das Produkt derselben, 
wenn man es um jede der beiden Zahlen vermehrt, 
ein Quadrat wird. 

Auflösung. Nehmen wir an, die erste Quadratxahl sei :s^ 
die zweite 1, so ist das Produkt beider gleich x*, also eine 
Quadratzahl. Dies Produkt soll nun, wenn jede der beiden 
Zahlen dazu addiert wird, ein Quadrat geben. 

*) Allgeuioiu sei u^x -f* 1 die gröfsere, x die kleinere Zahl, 
b die Suiuuio der Heitcu der beiden lü biidendeu Quadrate. Dann 
besteht die Uleiuhung 

d*x* + -«^ — '**^' — 1 B^ (6 — öj)*, 
welche 

. _ 6' + l 

liefert« 
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Die Aufgabe ist also zunSchst darauf surQckgefllhri, an 
untersuchen, welches Quadrat bei Addition Ton 1 ein Qua- 
drat bleibt. 

Wir setaen das Quadrat, welches das Produkt der beiden 
Zahlen sein soll, gleich 9?. Wird 1 daiu addiert, so erhalt 
man x' -4* 1 » ^^^ dieser Ausdruck soll ein Quadrat werden. 

Als Seite dieses Quadrats nehmen wir 9i — 2 an{ dann, 
ist also 

* 4 

8omit wird die erste Quadratsahl r^, die andere -^^ sein, und 

f&r diese Werte trifil es au, dafs das Produkt beider bei 
Addition tou 1 ein Quadrat giebt 

Es ist nun noch xu bewirken, dafs das Produkt der beiden 
Quadratzahlen, auch wenn die andere dazu addiert wird, ein 

Quadrat bildet Das Produkt beider ist jr , oder, wenn wir die 
gesuchte Zahl durch 01? ausdrücken, «^^J «* soll also 

Fe^"^ 16' "^^ daher auch, wenn alles mit 16 multipliziert 

wird, 9x^ 4* ^in Quadrat geben. 

Wir nehmen als Beite dieses Quadrats 8« — 4. Dann 
wird das Quadrat selbst Ox* 4* 1^ ~~ ^4« sein, und, aus 

Ojpt ^ 18 _ 24« — oV + 
ergiebt sich 

«-^ 

u 

Folglich wird das erste Quadrat ^^^ , das aweite r^ sein, und 
diese Werte lösen die Aufgabe*). 



*) Werden die gesuchten Quadratiahlen allgeraeia mit «* und 
ir" bezeichnet, so soll zunichst «*^ + jc> «• tf{]^ + 1) ein Qua- 
drat sein. Um y* + 1 zu einem solohen zu machen, setzen wir 
y» + L (jr 4. ft)* und erhalten 



r 
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80. AMigßb9. Zwei QuA.dr^ttahleii von der Be- 
ichttffeiibeii xu fiudoOi dar« daH Produkt dertfelbeiii 
wenn OH um jede der lioidoo Zahlen vermiuderi wird, 
oiu iiuadrai bildet 

AuflÖHong. Weiui wir die erste Quadraizahl gleich x^, 
die xwoite gleich 1 setseiii eu ist das PrcMlukl lieider gleich x^. 
K« null iiuu diceeii Produkt, wemi e« um 1 verriugeri wird, 
eiue (juadrui%alil geben. Da nun a^ eine tjuiidraizuhl isti so 
ittt die Aufgabe darauf xurQckgefnhrti eine Cjuadruixahl xu 
suchen, welche eui (Quadrat bleibt, wenn 1 davon Mubirahiert wird. 

Kine solche QuadraUahl ist J ; diese giebt nr&mltcb, wenn 

man I «^ .^ davon subtrahiert, dio (juadratsahl : • Wir 
setxen daher die eine gesuchte Quadratzahl gleich x*, die andere 
gleich *^ dann ist das um x^ verminderte Produkt beider ein 

Quadrat. 

Nun soll noch das Produkt, auch wenn .. davon sub* 

8& 
trahiert wird, eine Quadraizahl bleiben. Das um .^ ver- 

OK U^ 

minderte Produkt ist aber «ä^* — «n* VieB, oder wenn alles 

10 10 

wo k unboHtiuimt bleibt. Für diesen Wert von ^ ist die erste 
Uediugung erfüllt. 

Uumit nun zweitens auch x*fß* -f" !f* ^^ Quadrat werde, mufs, 
wie sieh auf dieiiolbe Woiho orgiebt, 

1 si« • 

ji" «» • - 
Sm 

sein, wo tn eine zweite willkürlich anzunehmende Zahl beseichBetto 
Die gesuchten Quadratzahlen sind also 

/l ky /l - «Y 

Man kann aber auch 

ar» + 1 — (i + Hx)* 

annehmen; daraus ergiebt sieh 

je asm — — • 

£s kann also auch jede der gesuchten Quadratsahlen von der Form 
/ Zm V . ' 
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mit 16 multiplitiert wird, 25«* — 25 [also aoeh 9? — 1) hoII 

eine Quadratzahl sein. 

Wir bilden daher das Qnadrat ron t ^ K. Wird das* 

selbe, d. i. 

a:«4.I6-8ar — j:«— 1 

gesetat, so crgiobt sich 

IT 

Somit wird die erste Quadratzahl ^. , die xweiti* . nein, und 
diese Werte genOgen der Aufgabe*). 



3L Aufgabe. Zwei Zahlen Ton der ncschaffenheit 
xo finden, dafs daH Produkt derselben, sowohl bei 
Addition als auch bei Hubtraktion der 8umrae beider 
Zahlen, ein Quadrat gebe. 

/ Auflösung. Die 8unimc| der Quadrate aweier beliebigen 

Zahlen wird ein Quadrat^ sowohl wenn das doppelte i*rodukt 
beider Zahlen addicri, als auch wenn dasselbe subtrahiert wird. 

Nehmen wir etwa die Zahlen 2 un^ 3, so ist klar, dafs 
die Summe der Quadrate, wenn sie um das doppelte Produkt 
Termehrt wird, die Quadi;atKahl 25 giebt, und dafs die 8umme 
der Quadrate, wenn das doppelte Produkt subtrahiert w-ird, 
die Quadrataahl 1 alib Rest liefert. 

Ich setxe nun das Produkt der beiden Zahlen gleich 13«', 
und swar sei die eine Zahl x, die andere 18x; denn bei dieser 
Annahme ergiebt die Multiplikation beider 18«'. Da nun 18«' 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion fon 12«* ein 
Quadrat giebt, so mufs 12«' gleich der. Summe der beiden 
Zahlen sein. Diese Summe ist aber 14«. Daher ist 



*) Werden die gesuchten Quadratsahlen allgemein mit jr', jr' 
bexeichneti so ergiebt sich leicht 



wo ft und m unbestimmt bleiben. Diophaats, Lösung entspricht 
den Werten ft «• 4, m «- 2. 



U IL 



mmI iImsim erhllt M«a 



14 1 



Nmh wmt iIm ervl« Zakl jr^ ilieM wird abo leiii; diä iweito, 



^ lietrsKi 



ib*r Auf|(ttli«^). 



n. Atafgate. Zwei Zahlen xu findeäi deren 8amuie 
eine Qundraixfbl int, und deren Produkt sowohl bei 
Addition uU nuck bei Kubtraktion dieser Summe ein 
Quadrat ifiobt. 

Anfläettag. Wenn ton swei Zahlen dk» eine das Uop|)elie 
der anderen ist/ uo int ihr dop|ieltes Produkt eine i)uadrat- 
xalil, und die Summe ihrer (juadrute giebt ein (juailrat sowohl 
lM*i Addition als auch bei Subtraktion ihres dopiielien Proilukbi. 

Wir wühlen daher die Zahlen 4 und 2. Ihr doppeltea 
Produkt ist gleich der IJuadratzahl IC, und die Summe ihrer 
ijuadrute, d. i. 2<), giebt, wenn man Iti addiert oder sub- 
trahiert, beziehungsweise die Quadrate 8G und 4. 

Wir drucken nun die gesuchten Zahlen durch .das Quadrat 

der Unbekanntei. aus, und zwar sei das Produkt beider Zahle« 

2(ht*^ ihre Summe Ulx*. Ferner sei die eine Zahl 2x, dte 

andere lOx; dann ist die Summe beider VJx] dieselbe t«i 

aber auch U\x^\ aUo ist 

1Gj^--12x, 
und daraus folgt 

IS 3 

^ "* 16 *** 4 * 

Somit wird die erste Zahl , die zweite sein, and Jms 
Werte genOgen der Aufgabe ♦♦). 

*) Allgemein ergiebt sich für die gesuchten Zahlen 

und — ^^^ • («* + fc«), wo a, h unbestimmt bleiben. 

LiiMiing eutHpricht den Werten a -» 2, 6 «» 3. 

**) Vm Diophants Verfahren zu verallgemeinerai 
die Summe der Zahlen gleich n^u*, dos Produkt gleich (c'-hl i 
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83. Aufgabe. Drei Zahlen Ton der nenchaffenheit 
r.u finden, dafs dan Quadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibt, wenn es um die nAchetfolgende Zahl rermehrt 
wird. 

AnflSsung. Wir setzen die erste Zahl gleich «. Wenn 
nun eine Zahl um 1 gr^r^er ale das Uiippelte einer andern 
Zahl ifit, so bleibt das Quadrat der kleineren ^ wenn man es 
um die grofscre Zahl rerniehrt, ein Quadrat. Datier nehmen 
wir an, die xweite Zahl sei um I grOrser als das Doppelte 
der ersten, also gleich 2j; -f" 1« 

Weiter nehme ich die dritte Zahl um 1 grofser an als 
das. Doppelte der zweiten, also gleich Ax'^X Dann trifll 
es an, dafs das Quadrat der ersten Zahl, wenn man es um 
die Eweite vermehrt, ein Quadrat giebt, niimlich «* + 2^+ ^i 
and dafs ebenso das C^iadrat der eweiten Zähl, wenn die dritte 
daeu addiert wird, ein Quadrat bildet, nämlich 4a? + 8x 4* 4. 

Es toll nun noch das Qnadrat der dritten Zahl, wenn 
die erste dazu addiert wird, ein Quadrat geben. Wenn tnan 
aber die dritte Zahl ins Quadrat erhebt nnd die erste daxu 
aahlt, so erhRlt man K^sf -|- 2hx 4* 9. Das soll gleich einem 
Quadrat sein. Wir letxen es gleich dem Quadrat über der 
Heite 4x — 4, also • 

16j* + 10 - 82ä — Jfij:« + 25j? + n 

and erhalten « 

V 

und twar sei die eine Zahl gleich r, die andere gleich (n'-f*^)^« 
Dana liefert die Gleichung 

« + K + 0^ — «''* 
den Wert 

Die gesuchten Zahlen sind also !^ ? und ^— J" ^(••+ «). Rg 

tat jetit nur noch die Bedingung xn erftlllen, dafs das Produkt 
and die Summe der Zahlen susammen ein Quadrat geben, d. h. 
dafii (911'+^)^ ^^1* «infftoh So* -f ^ «i*^ Quadrat sei. Das 
iflt| wie sieh leicht ergiebt, der Fall flir ^ "■ * _ ^iT^^ ^ ^"' 
bestimmt bleibi Diopbaats . liOtung entspricht dem Werte ft»-l. 



F 
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Die erste Zahl wird also ^^^ die sweite -^^ die dritte 
seiii| und diese Werte genügen der. Aufgabe*). 



84. Aufgabe, Drei Zahlen ?on der Besehaffenhei| 
SU finden, dafs das ijuadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibti wenn es um die nftokstfolgende Zahl ter* 
mindert wird. ' 

Auflösung. Wenn eine Zahl das um 1 verminderte Doppelte 
einer zweiten Zahl ist, so bleibt das Quadrat der kleinereu 
Zahl, wenn man es um die gröfsiere Zahl vermindert, eine 
Qi^adratsahl. 

Ich setze daher die erste Zahl gleich rr -|- 1| die sweite 
gleich 2a;+ 1| die dritte gleich 4j; -j* 1* Dann triflfl es zu, 
dafs das Quadrat der ersten Zahl, weim man es um die zweite 
Zahl vermiudcrti eine Quadratzahl ist, und dafs ebenso das 
Quadrat der zweiten Zahl, wenn man die dritte davon sub- 
truhiert| eine Quadratzahl giebt. 

Es mufs nun noch das Quadrat der dritten Zahl, wenn 

man es um die eräte Zahl vermindert, eine Quadratzahl als 

Itest geben. Wenn mau aber vom Quadrat der dritten Zahl 

die erste subtrahiert, so erhält man 16 o;^ -f^ 7x. Das soll ein 

Quadrat sein. Als Seite dieses Quadrats nehme ich bx\ dann 

ist also 

2bj:^ — 16j^ + 7jr, 

und daraus folgt 

7 

9 



*) Wird die erste Zahl gleich x^ die sweite gleich iax -|- a\ 
die dritte gleich 2b{2ax «f- ^') 4" ^* gssetst, so sind die beiden 
evHlen Beiliuguugeu erfüllt» und es ist uiir noch zu bewirken, dafa 
auch dos Quadrat dur dritten Zahl i^ud die erste Zahl tusammen 
ein Quadrat geben. Zu dieaem Zwecke haben wir die Qleiohung 

[26(*iair + ««) + 6*J« + a* — (Aahf + *)• 

für X %vi lösen; darin sind a, h, h unbestinmit. Diophants Ldsun|[ 
entspricht den Werten a ■" 1, 6 <» 1, A; «» <— 4. 
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Somit wird die «rate Zahl ^ , die zweite | die dritte 
sein, und diese Werte erfllllen die Bc<)ingtitigcn der Aufgabe*). 



85. Anffabo. Drei Zahlen Ton der Benchaffcnheit 
Bu findeni dafa daa Quadrat einer jeden eine Quadrat- 
sahl bleibt, wenn es um die Humme der drei Zahlen 
Termelirt wird. 

Anflöanng. E« sei eine Zahl da« Produkt zweier Faktoren. 
Wenn wir dann den kleineren Faktor von dem grOfueren aub- 
trahieren, die Hälfte dieser DifFerens ins Quadrat erheben und 
zu diesem Quadrat die anfanglich genommene Zahl [das Pro« 
dukt] addiernn, so ist die Summe eine Qiiadratzahl. 

Ich setze daher die Summe der drei Zahlen gleich irgend 
einem Vielfachen Ton j;'| dessen Koeffizient sich auf drei Arten 
in je zwei Faktoren zerlegen läfst, etwa gleich V2xK In dieser 
Zahl 12 geht 1 auf, nämlich 12 mal, femer 2, nümlich 6mal^ 
und 3, namlicl^ 4 mal. Ich slibtrahiere nun bei jeder dieser 
drei Zerlegungen den kleineren Faktor Ton dem grofseren und 
nehme die Hülfte des Restes; die so erhaltet!^ Werte setze 

ich gleich den gesuchten Zahlen, also die erste gleich öy, 

die zweite gleich 2, die dritte gleich ^; dann ist klar« dafs 

das Quadrat einer jeden dieser drei Zahlen^ bei Addition Ton 

12, eine QuadraUahl giebt, nämlich die eine 12 { , die andere 

16, die letzte 42 1- 

Ich drOcke nun die gesuchten Zahlen durch die Un« 
bekannte x [mit den gefundenen Werten als Koeffizienten] 

ans, nlmlich die erate durch 6 \ Xp die zweite durch ix^ die 

^) Allgemein setzen wir die Zählen gleieb x^ 2a» ^ n\ 
26(2 IUP — «*) _ 6> und lOsen die Gleichung 

[2h(ßax — «•) - 6V — « — {Anbx + k)\ 

mo a» h, k unbestimmt sind« Diophaats LOsnng autfipricht den 
-Werten « — 1, 6 » f, lb — ^ 11 (oder » — - *^). 

ni«|i|itiit; ArK1»iiMll%. 6 
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dritte durA\x. St üb itmm Um Sunt der dm Zahlen 

gleich lisfl eein. Dieee Summ iei aber Mdi 8s. Alio iit 

Hz — 12jr», 
und danuie folgt 



^ » 4 



Honitt wird die erste Zahl -^ , die zweite ^ , die driltn ^ aein, 
and dieee Werte genügen der Aufgäbe*). 



86. Aufgabe, Drei Zahlen ?on der Besehaffenheit 
XU finden, dafs dae Quadrat einer jeden ein Quadrat 
bleibti wenn ee um die Summe der drei Zahlen ver- 
mindert wird. 

• 

Attflteang. Wir wählen, wie in der Torigen Aufgabe^ 
irgend eine Zahl, welche durch drei verschiedene Zahlen teil« 
bar ist. Diese Zahl sei wieder 12. Indem wir nun die beiden 
Faktoren joder der drei Zerlegungen addieren und die Hälfte 
der Summe nohmeni setzen wir die erste der drei gesuchten 

Zahlen gleich djXf die zweite gleich 4Xf die dritte gleich SjX. 

Dann triilt es zu, dafs dos Quadrat jeder dieser Zahlen, wenn 
nmn 12a;' davon subtrahiert, eine Quadratzahl giebt. 

Es erübrigt noch, dars die Summe der drei Zahleu gleich 
VJx^ sei. Diese Summe ist aber 14a:; also ist 

14a: ~ 12a:«, 

und daraus folgt 

7 

- — '6 

*) Wenn die Zahl a ■» a^a^ ■■ 2^,5^ ■» e^Cg ist, wo a| < a^ , 
bi Kbgf Ci < (*| angeuommen werden möge, so können wir die 
Humme der drei Zahleu gleich ax* und die Zahlen selbst besiehungs- 

weitio gleich ^Tp^'o*, *P-^^f ~ \^ '« eetzen; dann liefert die 

Gleichung 

Ä- — 0| 1 6i — 6| I Ct — C| _* 



den WeH 



So 
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Die erste Zahl wird alao ^ *), die xwcito ^ , die dritte 

14 + 1 

— ^~ sein, und diese Werte getiOgeti der Aufgabe ^^). 

*) Diophant ist der eintige G rieche , bei dem solefae auf« 
sieigeiideB KetteabrOcKe Torkonneii, wahrend dieselben bet den 
Agypterui den Arabern und noeb mehr bei den italieniseben Matbe« 
matikem Tom 18. bis 16. Jahrhundert eine grofse Rolle spielen« 

*^ Ist wieder n «- a.0^M &|ft, Mif,f^/ und werden die 



Zahlen gleioh ^^^^^x, ^- ' «, ^^^ x und die Summ« der 
selben gleieh nsf geselsti so liefert die GMehung 

om frers 

• '."■" ii ■ • 



♦ * 



III. Buch. 

1. Aufcabe. Drei Zahlen fon der BesehAffenheit 
KU findet!, dafs die Summe derselben eine Qaadrat« 
tahl wird, wenn man das Quadrat einerjeden Ton 
ihr subtrahiert 

Auflösung. Wir wählen swei Quadrate, etwa das Quadrat 
von X und dasjenige von 2x\ die Summe dieser Quadrate ist bj^. 

Nun nehmen wir bj^ als Summe der drei gebuchten Zahlen 
an und setzen die eine gleich x, *die andere gleich 2x, so sind 
schon zwei der gestellten Bedingungen erfüllt 

Wir haben hier die Zahl r>, welche die Summe zweier 
Quadratzahlen, nümlich 1 und 4 ist; daher können wir 5 auf 
die oben [11, 10) dargelegte Weise in zwei andere Quadrate 

4 121 

zerfllllün, etwa in ... und ' .. • Als dritte Zahl nehmen wir 

die Suite einen dieser letzteren Quadrate an, etwa . x \ dann 

giebt auch daH Qutulrat der dritten Zahl, wenn es ?on der 
Summe der Zahlen Hubtrahiert wird, ein Quadrat als Itest, 

uumlicli -r x*. 

Es mufä nun noch die Summe der drei Zahlen gleich bx^ 
sein. DieHC Summe ist über «l^ r, und aus 

ergiebt sich 

Die erste Zahl wird also .-.£, die zweite ^^-, die dritte -^. 
Hein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

*) ^Vir4^ die Summe der drei Zahlen f(leieh (a* -^ ^*)ar' ge- 
setzt uod nach 11, li) die Summe a* -f* ^^ i° *^^i Quadrate ler- 
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2. Auljpkbe. Drei Zahlen tob aolcher BesohAffen- 
heil xa finden^ daf« daa Quadrat ihrer Summe, wenn 
jede der drei Zahlen dazu addiert wird, eine Quadrat- 
aahl bleibt 

AuflosuBg. Wir setzen das Quadrat der Summe der drei 
Zahlen gleich 9?^ und damit das Quadrat d0r »Summe, d. i. a^^ 
bei Hinsufdgung jeder der drei Zahlen ein Quadrat gelie, 
nehmen wir die erste Zahl gleich 3ji^, die aweite gleich 8«*, 
die dritte gleich 15^ an« Dann ergiebt sich nimlioh bo- 
aiehungsweise 4x', 9«* und 16x'. 

Nun mufs aber die Summe der drei Zahlen gleich der 
Seite des Quadrats Ober dieser Summe, d« i gleich z sein. Die 
Summe der drei Zahlen ist 26a:'; also ergiebt sich [20«* ••■ « und] 

1 

*i6 

Somit wird die erste Zahl -^^^^ die iiweite ^^j, die dritte -^ 
sein, und diese Werte genOgen der Aufgabe*)i 

W\iy deren Wurselu von a, h verscbiodan smd, so ergeben sieh 
ftlr die gesuchten Zahlen die AusdrQcke 

- 5«* — tnm — h 
ax^ oSy 5r«'+ 1 *♦ 

und die Oleichung 

(b« -}. fc«)x« - a« + 6x + >*' - «^"; - ± ,., 

in der a| 5, m unbestimmt bleiben | giebt die allgemeine Lösung 
der Aufgabe. 

^) Damit eine Quadratzahl erhalten werde » wenn mfcn jede 
Zahl zum Quadrate der Summe der Zahlen addiert, nimmt man 
diese Summe gleich x an und setzt die Zahlen bmiehungsweise 
gleich {ff — l)A (M -r- t)x\ (c" -- 1)V* Dann Uefert die 
Qleicfauiig 

(«■ - !)«• + (5« - \)$» + (c* - 1)«" — « 
den Wert 

jede der Zahlen o» 6, e mufs > 1 sein, ist aber im ttbrigsn im« 
bestimmt. . . 
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4 

t 

•. Ant$ßb%^ Drei ZAhUn f ou der UescliAffeiikeU 
»u ftudeUi dara d%u Qundr^t ihrer Bumuio ein Quadrat 
bleibt, wenn jede der drei Zahlen da?on subtrahiert 
wirA 

Aaflüinng. Wird die Summe der drei Zahlen gleich Ax 
geaeixti ao iat das Quadrat der Summe IC;!?', und dieses giebt 
ein Quadrat als liest, weuu 7a^ oder 12j^ oder.löx* daron 
subtrahiert wird. 

Ich setze daher die erste Zahl gleich la^, die a weite 
gleich 12x''| die dritte gleich 15^;*. Dann erfibrigt noch, dals 
die Summe dieser drei Ausdrücke gleich der Summe der drei 
gesuchten Zahlen sei. Die Summe der drei Zahlen ist aber 
gleich 4x angenommen worden, und jene drei Au^drOcke geben 
susammen 34 x^ Also [ist 

3Jx--.4a, • 
und darauaj folgt 

und 

aae 

Somit wird die erate Zahl ^-|^, die aweite ^^, die dritte ^^ 
sein, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



4. ÄJuXgßh^ Drei Zahlen ?on der Beaebaffenheii 
itt finden, dafa, wenn man daa Quadrat ihrer Saainie 
You jeder der drei Zahlen subtrahiert, der Beat ein 
Quadrat werde. 

«) Wild allgemein die Summe der Zahlen gieick «jt g aael ai 
und die er»l« Zahl gleich (u* — IJ ^f di« ^^««te gleicb (9a* — kF)jfl, 
Oae dritte ^Uikh (2ac — c'jj^ aageaommea« so mefa 

(^« _. i + 3„6 — 6* + 2ae - c*)jr* — mx 

mim^ and daraus fidgt 

_ _ •• - 

WO m, k^ c wibestimmt aimL Dio|ikanta LSaaag ant^tiM 
Wertwi • — 4, * — 2, c — I. 



/ 
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Auflöug. Wir.setzcn die Summe der drei Zahlen gleich«; 
dann ist das Quadrat ihrer Summe 9?. 

Be seien nun die drei Zahlen besiehungsweiee 2x*| 5je', 
lOje"; dann giebt jede der Zahlen, wenn sie um dae Quadrat 
der Summe der Zahlen, d. i. je", Termindert wird, ein Quadrat 
als Rest 

Nun leuchtet ein, dafs die Seite des Quadrats Ober der 

Summe der Zahlen gleich der Summe jener drei AusdrOcke isi 

Die Summe der drei Zahlen ist somit ebensowohl gleich %^ als 

gleich ITx*, und daraus folgt. 

1 

also 

S8S 

Die erste Zahl wird daher ^^^ , die sweite -^^ , die dritte ^^^ 
sein, und diese Werte genflgen der Aufgabe*). 



6. Aufgabe. Drei Zahlen au finden, deren Summe 
ein Quadrat ist, und die so besohaffen sind, dafs die 
Summe je zweiter die dritte Zahl um eine Quadrat- 
aahl Übertrifft. 

Auflösong. Wir setzen die Summe der drei, Zahlen gleich 
dem Quadrat Ton x -f- 1, also gleich d;* -f" ^^ ~t~ 1* Wenn nun 
die Summe der ersten und tweiten üb 1 gröfser sein soll, 
als die dritte Zahl, so mflssen wir die dritte Zahl gleich 

^ i* -|- x annehmen: denn bei dieser Annahme fibertriflF| die 

Summe der beiden ersten Zahlen die dritte Zahl um 1. 

Weiter soll die Summe der tweiten und dritten Zahl die 
erste ebenfalls um eine Quadratsahl, etwa um s* Obertreffen; 

dann wird die ersie ^ + f *^>>^ ^^ ^ bleibt fttr die aweite 
noch is*+ j fibrig. 



*) Allgemefaie LOsuagi 
ä> -H ft^ + l «• + t 
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Nttu mufa noeh dia Sumnio der enteil und dritten Zahl 
die tweite um eine Quadrabudil Qbertreffeiu Wenn man aber 
von der Samuie der ersten und dritten die aweite Kahl aub* 
trahiert, «o erhält man 2x, Dae soll gleich einer Quadrat- 
stthl »eiU| etwa gleich 10; dann ist 

Die erato Zahl wird aliio 8^^ die zweite 32-) , die dritte 40 
bcträgoiii und diese Werte genügen der Aufgabe. 



6, Andere Aufl58ung. Ich suche suerst drei Quadrat^ 
xalilcn, deren Summe ein Quadrat ist. Wenn ich awei Quadrate, 
etwa 4 und 9, addiere und dann untersuchci welche Quadrat- 
• labl bei Addition Kur Suiume jener beideui d. i 13, ein Quadrat 
giebt» so erhalte ich 36 |I1, llj. Es wird also die Summe 
jener drei Quadrate eine Quadratzahl sein. 

Jetzt sind nur noch drei Zahlen you der Beschaffenheit zu 
suchen, dafs die Summe je zweier um eiue gegebene Zahl 
grDfsor sei als die dritte, nümlich die erste und zweite zu«* 
sammen um 4 gröfscr als die dritte, die zweite und dritte 
um gr5rser als die erste, die dritte und erste um 30 grufser 
ttls die zweite. Diese Aufgabe ist aber oben [1, 18] gelost 
worden. Es ergicbt sich fQr die erste Zahl 20, f&r die 

zweite O) , fUr die dritte 22 j-, und diese Werte genügen der 
Aufgabe *). 

*) Werden die Zahlen mit 1, II, III bezeichnet, so soll jeder 
der vier Ausdrucke 

I + II + III, I + II - 111, U + 111 - I, HI + 1-11 

ein Quadrat werden. Ist nun 

I + U + III — X» + 2ax + II* 

1 + II — III «• «* 

— I + II + III — ««. 
so ergiebt sieb leicht 
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7. Aul^be. [VieU, Zei Y, 1.] Drei Zahlen ea finden, 
deren Summe ein Quadrat iat| and Ton denen die 
Summe je Eweier gleiehfalls ein Quadrat ist. 

Auflösung. Wir nehmen an, die Summe der drei Zahlen 
sei gleich dem Quadrat a? '^2x -^ 1, und es sei die Summe 
der ersten und iweiten Zahl c*, so bleibt ftlr die dritte Zahl 
ix-^- \ fibrig. 

Femer sei die Summe der sweiten und dritten Zahl gleich 
dem Quadrat oi^ + l — 2Xf dessen Seite x — 1 ist Da nun 
alle drei Zahlen susammen x^ -^ 2x -{- t geheUi so bleibt fQr 
die erste Ax. Die Summe der ersten und iweiten Zahl ist 
aber gleich c* gesetzt worden; folglieh wird die tweite Zahl 
gleich jc'—-4x sein. 

Es mufs nun noch die Summe der ersten und dritten 
Zahl, nimlich 6x -f- h gleich einem Quadrat sein. Es sei 

6x+ 1 — 121, 
so ergiebt sich 

4^ — 20. 

Die erste Zahl wird also 80, die tweite 820, die dritte 41 sein, 
und diese Werte genügen der Aufgabe*). 

Es soll nun noch III -f* I "" Ht d. i* 2ax su ebem Quadrat ge- 
macht werden. Wir setien also 2ax^ ■>■ f, wo ft unbestimmt bMbt, 
und erhalten fttr die gesuchten Zahlen 

tt« + lr« 4tt* + ** i;*+4«U« 
1 • Ss« » Stt" 

*) Setien wir 

I 4. II 4. in — X* + SiSJB + a* 

I + II , «X« 

tl + III ^ X* «* 2a« -f 0?, 
so ergiebt sich 

ImmAax^ II— «'— 4ajB| III — 2ajB -f- «'1 

und es ist noch I + III,. d. i. %ax -f <^ «t AsMk Quidrat su 
machen. Wir setien also 

6a« + a' — ft* 
und erhalten 



' ^ ••- • 



wo Ol ft unbestimmt sind. 
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•» AmA^tm AüfUhiHag. Wir a«haiiM Am Bttmiae der 
drei Xalilan gieick s* -(* 8' 4* ^ *>^ ^ Sumaie der enteii 
und «weiten Zdü gleick s* aa, eo wird die dritte ZaU 

Es sei weiter die SnaoM der iweiten und dritten 'l$hl 
^J 4. 1 _84P. Du Buii die dritte ZuU Sjt + i ist, eo wird 
die »weite 0^^ — 44: sein. Es i«t aber die Summe der ersten 
und »weiten gleich x*^ und da die »weite ac" — 4x ist^ so muCi 
die erste 4x sein. 

Jetst haben die drei Zahlen das angegebene Quadrat 
x^ ^ 2x + l zur Summe, und sowohl die Summe der ersten 
und zweiten, als auch diejenige der zweiten und dritten Zahl 
i«t eine QuadratzahL 

£s erübrigt noch, dab auch die Summe der dritten und 
ersten Zahl, uümlich ti«ir -{- 1, ein Quadrat sei. Setzen wir 

SU ergiebt sich 

96 
6 

Die erste Zahl wird also ~^ "* ~^ 1 ^^ zweite -j^- , die dritte 

'' sein, und diese Werte gendgen der Aufgabe. 

so 

0. Aufgabe. [Vieta,Zety,3.] Drei Zahlen Ton gleicher 
Differenz zu finden, die so beschaffen sind, dafs die 
Summe je zweier eine Qua'dratzahl ist 

Auflosung. Ich suche zun&chst drei Quadratzahlen Yoa 
gleicher Differenz, deren halbe Summe grofser als jede der 
drei Zahlen ist 

Wird die erste gleich x*, die zweite gleich 1^ -(* 2' *f* 1 
gesetzt^ so ist die Differenz beider gleich ^2x+ U Wenn ich 
also 2x -f- 1 zur zweiten Zahl addiere, so erhalte ich die dritte 
Zahl, nämlich x* + 4x -^ 2. Diese setze jch gleich dem Qua- 
drate über der Seite x — 8 ; also ist das Quadrat 

;jf ^ 04 — 16af — X« + 4x + 2, 

und daraus folgt 

— I ** w. ** 



• 



/ 
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Eb wird also [weun der Nenner 100 abgeworfen wird] die 
erste Zahl 961, die zweite 1681| die dritte 2401 sein, and 
diese Werte genflgcn der Aufgabe: Drei Quadratzahlen Ton 
gleicher Differena au lachen; dabei ist die halbe Summe 
grSfser als jede einaelne der Zahlen. 

Jetzt gehe ich zur Torgelegten Aufgabe überi nftmlich; 
Drei Zahlen von gleicher DiiTerenz zu ermitteln, die so be- 
schaifen sind, dafs die Summe je zweier, eine Quadratzahl sei. 

Ich suche zuerst drei Quadratzahlcn von gleicher Diffe- 
renz; das ist oben geschehen, and es hat sich fttr das erste 
Quadrat 961, fOr das zweite 1681, für das dritte 2401 ergeben. 

Jetzt haben wir nur drei Zahlen yon der Beschaffenheit 
zu suchen, dafs die erste und zweite zusammen 961 geben, 
die zweite und dritte zusammen 2401 (wegen der Gleichheit 
der Differenz wird die Reihenfolge geändert*)), die dritte und 
erste zusammen 1681. 

Die Summe der drei Zalilen werde gleich x gesetzt Wird 
Tön dieser Summe x der drei Zahlen die Summe der beiden 
ersten, d. i. 961, subtrahiert, so ergiebt sich die dritte Zahl, 
nimlich x — 961. 

Wird, weiter Ton x die Summe der zweiten und dritten 
Zahl, nimlich 2401 subtrahiert, so erhftlt man die erste Zahl, 
nimlieh m — 2401. Wird endlich Ton x die Summe der dritten 
nod ersten Zahl, d* L 1681, subtrahiert, so ergiebt sich die 
zweite Zahl, nimlich x— 1681. Es erObrig^iiochi dab die 
Summe der drei Zahlen gleich rr, also 

aeL Daraus folgt 

X — 252lJ, 

womit die Aufgabe gelost ist**). 



^i 



Ks »ttb 1 + 1I< 1 + lU < U + in sein. 

Auf dem tob DiophaBt angegebenen Wege ftndet man fttr 
drei Qoadratsahlen gleicher Differens leicht die allgemeinen Aus- 
driloke: 
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10. Aufgabe. [VieU, ZeL Y, 4.J Zu eiuer gegebenen 
Zajil drei andere Zahlen Yon «olcher Beschaffenheit 
au findeui dafi die Summe je xweier der letxteren bei 
Addition der gegebenen Zahl ein Quadrat gebe, und 
dafa ferner die Summe aller drei Zahlen, wenn die 
gegebene Zahl dazu addiert wird, ebenfalU ein 
Quadrat werde. 

AuflSsnng. Die gegebene Zahl sei 3 uud die Summe der 
beiden erutcu Zahlen x* -|- 4 a? -)- 1, damit bei Addition you 3 
ein Quadrat eutatehe. 

Die Summe der zweiten und dritten Zahl sei a^ r^ 6x -{- G^ 
die Summe aller drei Zahlen x* + ^^ + 13, so dafa auch diese 
Ausilrücke bei Addition von 3 Quadrate werdeu. 

Da nun die Summe aller drei Zahlen ^c* -|~ ^^ "f" 13 und 
die Summe der beiden ersten x^ -^ 4x '^ l ist, so bleibt für 
die dritte Zuhl 4u; + 12. 

Da ferner die Summe der drei Zahlen x^ -{- Sx '\' 13 und 
diu Summe der zweiten und dritten x^ -{- 6x 'i- 6 ist, so mufs 
die erste Zuhl 2x -{r 7 betragen. Die erste uud zweite Zahl 
siud über zusammen x* -^ 4x -^^ l, also muls die zweite 
X* -^-ix -- 6 sein. 

Nun mufs noch die Summe der ersten und dritten Zahl 
bei Addition von 3 ein Quadrat werden. Wenn man 3 zur 
Summe der ersten und dritten Zahl addiert, so erhält man 
üx -{• 22, Dies mufs gleich einem Quadrat sein. £s sei 

6a; + 22— 1()0, 
so erhält mau 

^ = 13. 

Werden nun die gosucbien Zahlen mit I, 11, 111 bezeichnet, so 
geben die Gleichungen 

I + II — u\ 11 + 111 — w\ I + 111 — i>" 
die Werte 

I _ l (a« + r» + iv^) — w\ II «. I (a« + !»• + tr«) — tf\ 



in— 1 (a* + t^ + IT») _ II». 
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Die erste Zahl wird ako 33, die «weite 189, die dritte 04 
sein, und diese Werte genflgen der Aufgebe'^). 



IL Anfgaba. [Vieta, Zci V, 5.] Zu einer gegebenen 
Zahl drei andere Zahlen Ton der neschaffenheit xn 
suchen, dafs die Summe je zweier, wenn sie um die 
gegebene Zahl vermindert wird, ein Quadrat werde, 
und dafs ebenso die Summe aller drei Zahlen, wenn 
die gegebene Zahl davon subtrahiert wird, ein Quadrat 
als Rest gebe. 

AnflSsuBg. Es sei wieder 8 die gegebene Zahl und die 
Summe der beiden ersten Zahlen 9? -f* •% "^ ^^^^ ^i %v\i» 
traktion von 3 ein Quadrat bleibt Weiter sei x* -f- 2x + 4 
die Summe der zweiten und dritten Zahl und c* -f* ^^ 4* "^ 
die Summe aller drei Zahlen, so dafs auch diese Ausdrücke 
bei Subtraktion yon 3 Quadrate werden. 

Da nun die drei Zahlen lusammen o;" 4* ^^ "t* 7 und die 
erste und aweite ausammen 4P* + ß betragen, so mufs die 
dritte 4j; + 4 sein. 

*) Ist a die gegebene Zahl^ so folgt aus den Oleichuagen 

I + n — ^ + 2mÄr+(iii«-ii) 

II + lil'-i X» + 2fijr + (a« — n) 

1 + II + III— r"+ 2pv +(p«— rt), 
daf» ^ 

I««2(r-»i)r + (|i«- II«) 

ni — 2(|» --m):r + (l>« — w«) 

II «. X« + 2(m + n— p)« + («•* + ii«—|i« — fl) 

ist, und damit' noch I 4* IH -f- a ein Quadrat seif mufs 

* ** " «(«p — m - a) 

aageaonmieB werden; darin bt a gilben, während t| «S M| p ua* 
bestimmt sind. 

Format bemerkt hier: n^ie man Tier Zahlen von der 
Beschaffenheit ermittelt| dafs die Summe Je sweier der- 
selben durch Addition einer gegebenen Zahl in ein Qua* 
drat Tcrwandelt wird, seige ich ia der Anmerkung snr 
3. Aufgabe des 6^ Buches.*' 
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Da weiter die »weite und dritte xosMimett ^ -f 2a^ -f ^ 
■ind und die dritte 4»^A iet^ so mula die iweite ^ — 2x sein« 

Endlich lind die erste und zweite Zahl zusammen a^-^-i, 
und die iweite Zahl allein betrilgt sfl -- 2x\ es muls Srlso die 
erste Zahl 2a; -f 3 sein. 

Jetxt erübrigt noch, dars die Summe der dritten und 
ersten Kahl, wenn 3 davon subtrahiert wird, eine Quadratzahl 
werde. Wenn man aber die dritte und erste Zahl addiert und 
?ou der Summe 3 subtrahiert, so erhalt man dx -|- 4. Das 
mufs gleich einer Quudratzahl sein. Es sei ' 

Oap + 4 — 64, 
so ergiebt sich 

«— 10. 

Danach wird die erste Zahl 23, die «weite 80, die dritte 44 
betragen, und diese Werte geuUgen der Aufgabe*). 



19. Aufgabe. [Victa, Zet V, 7.] Drei Zahlen Ton der 
Beschaffenheit zu finden, dafs das um. eine gegebene 
Zahl vermehrte Produkt, je zweier derselben eine 
Quadratzahl sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 12. Nun soll das Pro- 
dukt der beiden ersten Zahlen, wenn 12 dazu addiert wird» 
eine Quadratzahl geben. Wenn iih also von irgend einer 
Quadratzahl 12 subtrahiere, so werde ich das Produkt der 
ersten und zweiten Zahl erhalten. 

Ich wühle die Quadratzahl 25. Wenn ich von dieser 12 
subtrahiere, so wird der Rest, d. L 13, das Produkt der ersten 
und zweiten Zahl sein. Es sei die erste Zahl 13, die zweite 1, 
oder vielmehr es sollen diese Zahlen durch die Unbekannte x 



*) Die allgemeine Dar^teHiing der Lösung dieser Aufgabe iftt 
diirjeuigeu der vorigun Aufgabe ganx ShDlich und kann dem Leser 
überlassen bleiben. 

Ferniat bemerkt hier: „Meine Anmerkung zur dritten 
Aufgabe des 5^** Bucbeu lehrt, wie man vier Zahlen von 
der BeBchaffenheit findet, dafa die Summe je zweier der- 
selben ein Quadrat wird, wenn man eine gegebene Zahl 
davon aubtrahiert.^' 



m 
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ausgedrückt werdeii| jedoch so, daTs das Produkt derselben 18 

bleibt, nlmlich die erste durch Idx, die «weite durch - 

Wenn ich jetzt 12 Ton einer anderen Quadratxahl sub- 
trahiere, so erhalte ich das Produkt der zweiten und dritten 
Zahl. Es sei dies Quadrat 16, so bleibt fttr das Produkt der 
zweiten und dritten Zahl 4. Auch diese beiden Zahlen sollen 
wieder durch die Unbekannte x ausgedrückt werden, doch so, 

dafs ihr Produkt 4 bleibt Ua nun die zweite Zahl — ist, so 

OB 

mufs die dritte Ax sein. 

Jetzt mufs noch das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl, wenn es um 12 Tcrmehrt wird, eine Quadratzahl geben. 
Das Produkt aus der ersten und dritten Zahl ist aber 52^. 
Es mufs also 52jc' + 12 [und daher auch l«?d?'-)-8J ein 
Quadrat sein. 

Wenn nun der Koeffizient 18 von x im Ausdruck der 
ersten Zahl eine Quadratzahl würo, so würde die nieichung 
sehr leicht zu I5sen sein. Da das nicht der Fall ist, so ist 
die Aufgabe auf folgende zurückgeführt: 

Zwei Zahlen [statt 13 und 4] von der Boschaficnhcit 
zu finden, dafs ihr Produkt ein Quadrat sei, und dafs jede 
derselben, wenn' sie um 12 vermehrt wird, . ebenfalls ein Qua- ' 
drat werde. 

Wenn ich nicht' zwei beliebige Zahlen, sondern zwei 
Quadratzahlen nehme, so wird das Produkt beider ton selbst 
eine Quadratzahl sein. Ich habe also nur zwei Quadratzahlen 
zu suchen, Ton denen jede, wenn sie um 12 Ycrmehrt wird, 
ein Quadrat bleibt 

Das ist aber leicht, und sobald diese Quadratzahlen ge- 
funden sind, macht, wie gesagt^ die Lösung unserer Gleichung . 

keine Schwierigkeit mehr* Das eine Quadrat ist 4, das andere -g ; 

denn jede dieser beiden Zahlen giebt, wenn sie um 12 ver- 
mehrt wird, eine Quadratzahl. 

Nachdem ich diese Werte gefunden habe, kehre ich zur 
ursprünglichen Aufgabe aürüek und setze die erste Zahl gleich 

4fle, die awette gleich -, die dritte gleich -rX, Dann ist nur 
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Boeh m Wwiffciay dab das Plodakt mm der «nlMi vmi drittes 
ZeU, wena es «■ 18 vermelurt wiid, en Qvednk gebe. Daa 
Produkt der ereten and dritten ZaU iet aber je*. Daber mufs 
j:* -{- 12 xn einem Quadrat werden, leb bQde nun das Quadrat 
Ober der 8eiU x + 3. Hasaelbe wird s* + O^r + 9 sein, und 
aus X« + 6* + 9 — X« + 12 

erbilt nuin 

I 

womit die Aufgabe gel5at ui*). 

la. Aufgabe. [Vieia, ZetV, 8.] Drei Zahlen von der 
Bescbaffenheit xu findeui dafs dai um eine gegebene 
Zahl verminderte Produkt je aweier derselben eine 
Quadratxahl sei. 

Auflesung. Die gegebene Zahl sei MX iHi das Produkt 
ans der ersten und zweiten Zahl, wenn 10 davon subtrahiert 
wird, ein Quadrat geben soll, so muls ich| wenn ieh zu irgend 
einer Quadratxahl 10 addiere, jenes Produkt erhalten. Diese 
Quadratzahl sei 4. Dann ist das Produkt aus der ersten und 

^) Das von Diophant eingesehlagene Verfahren Ififst sich leicht 
allgemeiu dantiellen. AufTalleader Weise Uberaiehi Diophant, dafii 
52^^ -{- 12 fUr X "B 1 ZU einem Quadrat, uftmlich gleich €4 wird. 
Um den allgemeinen Ausdruck der 'Werte zu erhalten, welche 
52 Jc* +12 oder 13 jr* + 3 tu einem Quadrate machen, setze amn 
JE » 1 + I:, wo fc unbestimmt bleibt Man erhält 

13^* + 3 « 13A^ + 26* + 16 
und, wenn 

13i* + 261 + 16 — (4 + kl)* 

gesetzt wird, wo I gleichüdls mne unbestimmt bleibende Grfilee 
bezeichnet, 

, Sl - se 

*** IS — I*' 
woraus sich 

^ !• 4. gl ^ IS 

' IS - I« 

ei:giebt. Dafs dies VerCshren Diophant nicht unbekannt war, 
aus VI, 16 hervorgehen. 



/ 
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xweiten Zahl 14. Nun sei die crHte Zahl 14. nUo die xweito 1, 
oder Tielmehr es fen5gen diese Zahlen wieder durch die Un« 
bekannte x aungedrOcki werden, doch ao, dafs das Produkt 14 

bleibt, numlich die erste durch 14^^, die zweite durch - 

Wenn ich weiter zu einer anderen Quadratzahl 10 addiere, 
80 erhalte ich das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl. 
Diese Quadratzahl sei 9; dann ist also das Produkt aus der 

zweiten und dritten Zahl 19. Nun ist die zweite Zahl -, 

folglich mufs die dritte 19x sein. 

Jetzt mufs noch das Produkt aus der ersten und dritten 
Zahl, wenn es um 10 yermindert wird, ein Quadrat geben. 
Dasselbe wird 2ßnjp' ^ 10. Dieser Ausdruck soll gleich einem 
Quadrat werden*). Nach dem in der vorhergehenden Auf- 
gabe Gesagten bin ich also dazu gefniirt, zwei Quadrate zu 
suchen, von denen jedes, wenn es um 10 fcrmindert wird, 
eine Quadratzahl als Rest giebt. Das ist aber leichL Du 
findest nftmlich, wenn du untersuchst, welches Quadrat bei 
Subtraktion yon 10 wieder ein Quailrat giebt, folgendes: Wenn 
zu irgend einer Zahl 1 addiert, die Hftifte der Summe ins 
Quadrat erhoben und Ton dem erhaltenen Quadrat die anfangs 
genommene Zahl subtrahiert wird, so wird der Rest wieder 
eine Quadratzahl ^in. Daher addiere ich 1 zu 10, erhebe die 

Hilfte der Summe, d. i 5~v ins Quadrat und subtrahiere Ton 
dem Quadrat, nämlich Ton 30 \ , die Zahl 10, so erhalte ich 
20|, eine Quadratzahl, deren Seite 4^ ist 

Ich setze nun die erste Zahl gleich 80 j, die dritte gleich 

«*, und es nrofs, wenn Von 9? die Zahl 10 subtrahiert wird, 
der Rest ein Quadrat seini oder x^ — lO mub gleich einem 



*) Auch dieser Ausdroek wird fQr « «« 1 ein Quadrat, kann 
also auf die in der Torigen Aufgabe dargelegte Weise behandelt 
•werden. ' Man erbftlt als Wert tob r, fBr welchen 366^* — 10 
ein Quadrat wird, 



^it^-stt^tse 



wo t Jede Zahl sein kann. 

OlopliAal, Arltfiiafilk. 
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Quftdrat werden. Als Seite dieses Quadrate nehme ieh ;r — 2 
an. Das Quadrat selbst wird dann a' + ^ — ^^ ^^ ^^^ ^^ 

a:* + 4 — 4a? — «• — 10 
ergiebt sich 

Die dritte Zahl| welche ich gleich a^ gesetst hatte, wird daher 
gleich 12-^ sein;. die erste wird 30^ betragen» und jede dieser 
Zahlen giebt ein Quadrat^ wenn- 10 davon subtrahiert wird. 

Jetzt gehe ich au der ursprflnglich gestellten Aufgabe 
Über und setze die erste Zahl gleich dO'\xf die zweite gleich 

I die dritte gleich 12}«. Dann soll noch das Produkt aus 

der ersten und dritten Zahl, wenn 10 davon subtrahiert wird, 
ein Quadrat geben. Das Produkt aus der ersten und dritten 

Zahl ist aiber ^370 + ^ + «0) ^* I^^^* ^^^ *oU gleich einem 

Quadrat werden, wenn man 10 davon subtrahiert; damit der 
Koeffizient von si^ eine ganze Zahl sei, multipliziere ich mit IG, 
Dann mufs 6t)29ir' — 160 gleich einem Quadrat werden; als 
Seite dieses Quadrats nehme ich 77 a; — 2, setze also 

6929a;« - ICO — 5929a;« + 4 - 308x. 

Daraus ergiebt sich 

41 

* 11 



Nun hatte ich die erste Zahl gleich 30 j« gesetzt; dieselbe 

1240 [ . 1 . 77 

wird also ._ sein; die zweite Zahl, d. i. , wird gleich ^- 

sein; die dritte hatte ich gleich 12- a; gesetzt; dieselbe wird 



ftos* 



Yj*- betragen, und diese Werte genügen der Aufgabe*). 



*) Die Quadratzahlau, welche bei Subtraktion der gegebenea 
Zahl a Quadrute bloiboUi sind 

>-Ct')"/-("r)'. 

wo k unbestimmt bleibt Wir setzen daher 
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14. Aufgabe« Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
SQ finden^ dafg das Produkt je iweier derselben, wenn 
es um die dritte Zahj yermehrt wird, ein Quadrat bildet. 

AuflSsuDg* Wir wollcni dafs das Produkt aus der ersten 
und zweiten Zahl, wenn es um die dritte vermehrt wird, ein 
Quadrat bilde. Wenn wir also irgend ein Quadrat wühlen und 
einen Teil desselben als dritte Zahl, den Host als das Produkt 
der ersten und «weiten Zahl annehmen, so werden wir eine 
der Forderungen erfnilen. 

Es werde das Quadrat über ^ -{" *^ gebildet Dasselbe wird 
9? -|- Cd? + 9 sein. Es sei nun die dritte Zahl, so wird 
der Rest o? 4~ ^^ das Produkt der ersten und zweiten sein. 
Wir setzen die erste Zahl gleich x^ also die zweite gleich 
X 4- 6- Dann mufs noch das Produkt aus der zweiten und 
dritten Zahl, wenn es um die erste vermehrt wird, d. i. 10^; 4* ^^ 
ein Quadrat sein, und weiter mufs das Produkt aus der dritten 
und ersten Zahl, wenn man es um die zweite Terniehrt, also 
lOjp 4" 6f ebenfalls ein Quadrat geben. 

Es entsteht hier also eine doppelte Gleichung. Die Difle* 
renz der beiden AusdrQcke ist 48. Wir mOssen also zwei 
Quadratzahlen suchen, deren Dificrenz 48 ist. Das ist leicht 
und auf unendlich yerschiedene Arten ni5glich. 

Das kleinere Quadrat ist etwa 16, das gröfsere 04 , und 
welches. Ton beiden wir auch für die Gleichung benutzen, 
immer erhalten wir denselben Wert von x. Wenn wir nilm- 
lieh das gröfsere Quadrat, d i. 64 — 10^ -f" ''^ setzen, so 
ergiebt sich o? — 1 , und wird das kleinere Quadrat, d. i. 
16 — lOx -f 6 gesetzt, so folgt ebenfalls x^^\. 



l^p^T, I!-;, m^q^t, 

und es bleibt dann nur noch die Bedingung zu erftllleBi • dafs 
I • III — 0, d. i. p^^x* -^ n ein Quadrat werde. Dies tu bewirken, 
setzen wir 

und erhalten 

wo t «bMfttlls vahMtimlat bl«ibt. 
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« 

Di« erste ZaU wiid also 1, di« »weite 7 eein, die dritte 
bt 9, ttod dieM Werte ISmu die Aufgabe^)« 



16. AoHp^be. Drei Zahlen von der Besehaffeaheit 
aa finden, dafi das Produick je aweier derselben, wenn 
die dritte Zahl daTon subtrahiert wird, ein Qnndrat 
bildet. 

AaflSsaag. Wir setsen die erste Zahl gleieh x, die sweite 
gleich X + A. Dann wird das Produkt beider x^ *^- 4x sein, 
und dies Produkt mufis wenn es um die dritte Zahl ?emiindert 
wird, ein Quadrat geben. Wenn wir also die dritte Zahl 
gleich 4x annehmen, so werden wir eine der Forderungen 
rrf&llen« 

Es mufs noch das um die erste Zahl verminderte Produkt 
der sweiten und dritten Zahl ein Quadrat geben, und ebenso 
mufs ein Quadrat entetehen» wenn die aweite Zahl Ton dem 
Produkt der dritten und ersten subtrahiert wird. 

Das um die erste Zahl verminderte Produkt der sweiten 
und dritten int aber 4i^ -f* l^'i ^^^ '^ ^^^ ^ Quadrat 
sein. Das um die zweite Zahl verminderte Produkt der dritten 
und ersten ist 4a^ — x — 4, und das soll ebenfalla ein 
Quadrat sein. 

• 

*) Geht man allgemeiner von dem Quadrat i^ -f~ ^'•<' + ^ 
aas und aetst die dritte Zahl gleieh a\ die erste gleieh r, also 
die iweite gleich, or -|~ 2a, so hat man noch die beiden Ausdrucke 

in Quadrate zu verwandeln« Die Differens derselben Sa(a' — l) 
kann auf verBchiedene Weisen in je swei Faktoren leriegt werden, 
und jede solche Zerlegung giebt eine LOaung der Anfgabe, in «1er 
noch die unbeBÜmmte Oröfse a votkommt 8o s. R entspikhi der 
Erlegung 2a . (a* — l) die LGsung 

I« J(«i-4a + l), II-i(.« + 4a + l), HI-«*; 

der Zerlegung (a -}- l) • (2a' ^ 2a) die LOsuag 

H»i(4a«-4a+l) + ,^^f^,^ . III - o«; lu •. w. 
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Es entsteht also wieder eine doppelte Gleichung. Da die. 
Differens der beiden Ausdrücke 16x -f 4 ist, so suche ich 
xwei Zahlen, deren Produkt 16x -f- 4 betrigt. Es sind dies 
die Zahlen 4 und 4x -|- 1. Nun ist entweder das Quadrat der 
halben Summe dieser beiden Zahlen gleich dem gröfseren oder 
das Quadrat der halben Differens derselben gleich dem kleineren 

Ausdruck su setsen, und dadurch erhllt man « i* r^r • Folglich 



wird die erste Zahl ^, die sweite -^^r» ^^® dritte -rr- sein, 



so ' to 

und diese Wert« genügen der Aufgabe^. 



16. Aufgabe« Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
au finden, dafs das Produkt je aweier derselben, wenn 
es um, das. Quadrat der dritten Zahl tarmehrt wird, 
ein Quadrat bilde. 



*) Setzen wir, öm das Verfahren allgemein darsnsiellen, 
die gesuohten Zahlen gleich x, 4 -1^ a, ax, so ist jeder der beiden 
Ausdrücke 

in ein Quadrat in yerwaadeln. Die Differens derselben o*« -f- a 
kann gleich a(ax -f- 1) geseilt werden, und wir erbalten die 
Gleiehong 

oder 

(o« — 4'«)«» + »(-.« + « + a), — ~ (a + ty. 

Für den Ton Diophant gewttUiea Wert a ^^>^ wird 4ß ■■ ^r • 



Ist aber a ton 4 tersehieden, so hat die Oleichong. die beidea 
Wuneln 

a + l •t_sa^4 

• -4' «(«-4) ♦ 

TOB deaw di« «nte filr di« g«suebtmi Zfthlm die AnadrSeke 

a-4' a-l ^"» «-4 • 
die sweite 

Ueferi 
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AnfUitUg. Wir aots«» die ente Zvlil ifleieh x, dia iweile 
Utüicb 4j; -|- 4 und die dritte gleich 1; dum tind MhoD swei 
von den Forderungen der AnfgabeerfOllL 

Ea luuft nnn noch dai Produkt im der dritten und ersten 
Zili), wenn es um du Quadrat der sweiten vermehrt wird, 
ein Quadrat geben. Wenn man aber die dritte und erste Zahl 
uiuUi|iliziert und suu Produkt das (Juadrat dur zweiten addiert, 
■o urliült man lux* -\- 'Xix -\- l(i. Das uiula gleich einen 
Quadrat, etwa gleich dem Quadrat Über der Seite 4x — & 
nein. £s ist uImu' 

Jli** + 25 - 40j; -= lÜj;» + laj; + HI, 
und daraus folgt 

9 

■*""■ 

Uio erste Zahl wird also (weuu der Nenner abgeworfen wird] 
1> sein, die zweite 328, die dritte 73, und diese ^Verte geuQgm 
der Aufgabe*). 

17. Aufftab«. Drei Zahlen von der Beachaffenbeit 
au finden, dufa das l'roduk t je ^iweier derselben, wenn 
ud um die Huniuie eben dieser beiden Zahlen vermehrt 
wird, ein Quadrat bildet. 

Auflfisung. Weuu Ulan /u dem Produkte zweier beliebigen 
auf i-inundor fwlgcudeu Quudrutzalileu die äuwme derselben 

*) WeiÜLU die Zahlen mit I, 11, III bezeichnet und I — ^, 
II — (1.1 + i\ III — ''l gesoia, se sind I . U + Hl' uud U . III + 1* 
atskaa ijuu>lrali.-; niun bat also nur uocli I , III 4~ H'i d. i 

« * T jg T " 
in ein Quadrat xu verwandeln. Üvttt »um 

bo ergicbi sieb 

._ I66'(i;* -- 1) 
■* "" «(»» — aiJt)' 
wo k unlieatiiumt bleibt. Eine ganz allgeneiD 
ConuueuUtiones Alg. Coli. II, |i. fi7ti. 



i 
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addiert^ so erh&It man Wieder eine QuadraUahl [a^(n + 0' 
+ o* 4- (a + 1)' — (a* 4- a + 1)*J. Deshalb seUen wir die 
erste Zahl gleich 4^ die sweiie gleich 9^ damit das durch 
Multiplikation beider erhaltene Quadrat, nilmlich 36, bei Hin- 
lufOgung der Summe beider ein Quadrat gebe. 

Nun murs noch das Produkt aus der iweiten und dritten 
Zahl, wenn es um die Summe beider Termehrt wird, ein Quadrat 
geben, und ebenso mufs man ein Quadrat erhalten, wenn man 
die dritte und erste Zahl multipliziert und zum Produkt die 
Summe beider addiert. 

Wird die dritte Zahl gleich x gesetzt, so wird das Produkt 
aus der zweiten und dritten^ wenn man es um die Summe 
beider termehrt, gleich lOx -f* 9; dies soll gleich einem Quadrat 
sein« Welter wird das Produkt aus der dritten und ersten Zahl 
bei Addition der Summe dieser beiden Zahlen gleich bx «f- 4, 
und auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. 

Wir haben also hier wieder eine doppelte Gleichung zu 
lösen. Da die Differenz der beiden Ausdrücke bx + b ist, so 
suche ich zwei Zahlen, deren Produkt bx-^b ist . Die eine 
dieser Zahlen ist x + .1» die tndere 6. Nach dem im zweiten 
Buche Gelehrten setze ich nun entweder das Quadrat der halben 
Summe beider Zahlen gleich dem grSIseren Ausdruck, oder 
das Quadrat der halben Differenz beider Zahlen gleich dem 
kleineren Ausdruck« Dann ergiebt sich « ■■ 28« Die erste 
Zahl ist also 4, die zweite 9, die dritte 28, und diese Werte 
Idsein die Aufgabe*). 

•) Setst man I -^ a\ II — (a + 1)^, UI «> x^ so hat man 
die Ausdrücke 

(a+iyx + (a + iy+.x, «•« + a* + « 

in Quadrate zu Terwandeln« Die Differenz derselben (9a 4* ^)^ 
+ (3a + 1) i^^um gleich (Sa -f- I) (^ + g«Mttt werden, und 
da die Oleidinng 

den Wert 

«— 4(a*-fa + l) 

lieferti M liad die genäitan Zablea 



104 111. Bück 

la Aufgab«. Drei Zahlen too der Beschaffenheit 
lu finden^ dafs da« Produkt je.sweier deraelbeni wenn 

Wird allgemeinei* I ■■ jr, 11 —> jf , III ■« « ge»eUi, m voll 
d-y '^ X ^ !f ^^ a^ uud jrr 4" ->f + ^ ■■ ** *«iO| darau» Wgt 



Wenn abo di« geituchieu Zahlen durch 

auigedrUckt werdeUi §o siud bereits swei Forderungen erfllUt| und 
et ist nur noch 

in eiu Quadrat zu ?erwandeln| was am leichtesten in der Weise 
geschieh t| dufs man er«t a' -f- ^i dann b* -f" ^ ^^d hierauf . 

(«« + 1) (t» + 1) - (x + ly 

iu ein Quadrat verwandelt. 

Fermat bemerkt hier: vl^'iue gans ähnliche Aufgabe ist 
die 6** des ß^** Ducheii. Ob Diophant aber auch das folgende 
Problem gekannt und ausgelassen hat, oder ob es in einem 
der verloreneu Uttcher behandelt worden ist, wissen wir 
nicht. Die Aufgabe lautot: „Drei Quadratzahlen von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs das Produkt und die Summe 
je zweier derselben zusammen ein Quadrat bilden.^ Ich 
kann von derselben unendlich viele Lösungen angeben. 
8o z. ü. genügen der Aufgabe die drei folgenden Quadrate: 

S504Sa4 e019241 

"jjoaioi » «0S401 • 

Nun hindert nichts, weiter zu gehen und die Aufgabe 
Diopbanttf zu verallgemeinern. In der That kann ich die 
folgende Aufgabe allgemein und auf unendlich 'viele 
Arten lüsen: 

Vier Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, dafs 
das Produkt und die Summe je zweier derselben zu« 
samniou eine Quadratzabl bilden. 

Wir bucben nilmlich nach V, 5 drei Quadratzahlen 
von der llescbattenheit, dafs das Produkt je zweier der* 
ist'lbeu, wenn e8 um die Summe dieser beiden Zahlen ver- 
mehrt wird, ein Quadrat gebe. Diese, drei Zahlen seien 
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ej om die Samme eben dieser beideo Zahlen termehrt 
wird, ein Quadrat bildet. 

AaflOsaBg, Wir setzen die erste Zahl gleich »^ die sweite 
gleich 3. Wird dann das Produkt beider am ihre Summe 
Termehrt, so ergicbt sich 4^? + 3* Das soll gleich einem 
Quadrat sein. Es sei dies Quadrat 26, so erhUt man fOr x 

den Wert 67 • 

Es wird dann also die erste Zahl 6^ , die sweite 8 sein, 

und damit ist eine der Forderungen der, Aufgabe erf&llt; denn 
das Produkt dieser beiden Zahlen wird, wenn man ihre Summe 
dazu Eahlt, gleich der Quadratzahl 25. 

Es roufs nun noch das Produkt aus der zweiten und 
dritten und ebenso das Produkt aus der dritten und . ersten 
Zahl, wenn jedesmal die Summe der beiden genommenen Zahlen 
dazu addiert wird, ein Quadrat geben. 

Setzen wir die dritte Zahl gleich or, so winl das Produkt 
aus der zweiten und dritten Zahl, wenn man die Summe dieser 
beiden Zahlen dazu zahlt, wieder 4x -|- 3; <la> Produkt aus 
der dritten und ersten Zahl dagegen giebt, wenn man es um 
die Summe dieser Zahlen vermehrt, OJap-t"^!*» °°^ jeder 
dieser beiden AuscIrQckc soll gleich einem Quadrat sein. 

Da aber in diesen beiden AusdrQcken die KoefBzienten 
Ton X sowohl, als auch die ton x unabhSngigen Glieder un- 
gleicfi sind und sich auch nicht wie zwei Quadratzahlen zu 
einander yerbalten, so ist der Ansatz unnütz, und wir sind 
dazu gefahrt, zwei Zahlen ton der Beschaffenheit zu suchen, 

y, yt "ip* ^i' nehmen dieselben als die drei ersten 

der gesuchten Zahlen an und setzen die vierte gleich dr. 
Wenn wirdann jede der drei ersten Zahlen mit x multi* 
plizieren und jedes Produkt um die Summe seiner Fak- 
toren Termehren, so erhalten wir 

9-1-9-1 9+9» 9«9' 

Jeder dieser drei Ausdrucke mufs in ein Quadrat Ter« 
wandelt werden. Wie man aber diese dreifache Oleiohung 
lOst, habe ich in einer Anmerkung sur 24^ Aufgabe des 
6^ Buches erlintert** 
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«kb dM Produkt bwler, wmw mui et ui um ChuBBui Ter« 
melaii rat Quadnl griw, laad daft anlaenkiii die beidea Zehleiii 
wesB jede um 1 teigr&bert wir^ sieh wie iwei Quadratstkleii 
Teriialtea. 

WesB Bim eine Zahl um S grOfeer alt daa Vierfache 
einer andern ist and lu jeder denelhen 1 addiert wird, io 
▼erhalten eich die Sammen wie swei' Quadratiahlen. Daher 
aetze ieh die erste Zahl gleich x, die sweite gleich 4x + 3. 
Haan erfibrigt noch, dafs das Produkt beider, wenn man e« 
um ihre Summe vermehrt, ein Quadrat gebe. Das Produkt 
dieser Zahlen wird aber, wenn man es um ihre Summe ver- 
mehrt, gleich 4^ «f* ^' 4~ 3- 1^^* *^1 gleich einem Quadrat sein« 

Als Seite dieses Quadrats nehme ich^X'^S an. Das 
Quadrat selbst wird dann is^ -{-9 — 12ap sein, und es ergiebt 
sich aus 4x* + Sit + 3 — 4x' + — I2x 

e 8^ 

Ako wird die erste Zahl — , die zweite |j;'^'i{ *^i und 
eine der Forderungen ist. erfallt 

Nun muis noch das Produkt aus der sweiten und dritten 
und ebenso das Produkt aus der dritten und ersten Zahl, wenn 
jedesmal die Summe der beiden Zahlen dazu gezahlt wird, ein 
Quadrat geben. 

Setze ich die dritte Zahl gleich «, so wird, da die sweite 
4|- ist, das Produkt beider, wenn man es um ihre Summe 
vermehrt, ö[:p + "Ift ' Dieser Ausdruck soll eiu Quadrat sein; 
derselbe sei gleich 25.*) 

Da weiter die dritte Zahl jr, die erste jz ist, so wird daa 

um ihre Summe vermehrte Produkt beider «ä^+io ^^^^ 
Auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein; er sei gleich 100*). 
Vervielfache ich ßvX + 4\ mit 26, so erhalte ich den 
Ausdruck 130^ -f" 1^6, der gleichfalls ein Quadrat sein mufs. 
Wenn ich ebenso . .: ^ + «ä ™^^ ^^ vervielfache, so erhalte 

*) Ungeschickte Einschaltung einea Abüchreibers. 
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ich den Ausdruck 130Jr + 30^ der ebenfalls ein Quadrat werden 
mufiu Die Differens dieser beiden Ausdrücke ist 76. Ich habe 
also wieder eine doppelte Gleichung und erhalte aus derselben 

T 

Die dritte Zahl wird somit rr sein; die erste war 2-^^ die 



10 — » — "— 10 

10 



sweite .^, und diese Werte genOgen der Aufgabe. 



19. Aufgabe. Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
SU finden, daCi das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die Summe dieser beiden Zahlen Termindert 
wird, eine Quadratzahl werde. 

Auflösung. Wenn wir, wie in der Torhergehenden Auf- 
gabe, die erste Zahl gleich x setzen und der zweiten einen 
beliebigen Wert beilegen, so kommen wir in dieselbe unl5s- 
bare Schwierigkeit. Damit nun. die Koeffizienten toIi x in 
beiden Ausdrücken sich wie zwei Quadratzahlcn zu einander 
Terhalten, mQssen wir zwei Zahlen ton der Beschaffenheit 
suchen, dafs das Produkt beider, wenn es um ihre Summe ter- 
ringisrt wird, ein Quadrat gebe, und dafs aufserdem, wenn man 
Ton jeder der beiden Zahlen 1 subtrahiert, sich die Reste wie 
zwei Quadratzahlen terhalten. 

Wenn nun eine Zahl 3 weniger betragt, als das Vierfache 
einer andern, und jede um 1 Terringert wird, so Terhalten 
sich die Reste wie zwei Quadratzahlen. Wird nämlich Ton 
y jeder der Zahlen 1 subtrahiert, so entsteht bei der einen die 
abzuziehende Zahl 4, bei der andern die abzuziehende Zahl 1, 
und CS ist klar, dafs, wenn eine Zahl das Vierfache einer andern 
ist und man Ton derselben 4mal so Tiel als Ton der andern 
subtrahiert, auch der Rest das Vierfache des Restes der andern 
sein wird, dafs also beide Reste sich wie zwei Quadretsahleli 
zu einander Terhalten. 

Daher setze ich die enta Zahl gleich sc-^ 1, die zweite 
gleich 4x+ 1} cli^nn wird das Produkt beideri wenn ihra 
Summe subtrahiert wird^ 4«*— 1. Wenn man diesen Ausdruck 
gleich dem Quadrat Ober der Seite 2dP — 2, d« i. gleich 



• 
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AttflteUBg. Wir letien die erste Ziibl gleich x, die sweite 
gleich 4 a; -f 4 ^^^ ^'^ dritte gleich 1; dana sind schcm swei 
von den Forderungen der Aufgabe erfQllt 

Es murs nun noch dae Produkt aus der dritten und ersten 
Zahl, wenn es um das Quadrat der aweiten Termehrt wird, 
ein Quadrat gebeu. Wenn man aber die dritte und erste Zahl 
multipliziert und aum Produkt das Quadrat der aweiten addicrt| 
so erliält man lüac* 4* ^^' *l~ 1^* ^^^^ ^^^^ gleich einem 
Quadrat, etwa gleich dorn Quadrat über der Seite 4x ^ b 
sein. Es ist uImu' 

und darauü folgt 

e 

Die erste Zahl wird also [weuu der Nenner abgeworfen wird] 
U HciUi die zweite 328, die dritte 73, und diese Werte genOgen 
der Aufgabe % 

17. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben, wenn 
es um die Summe eben dieser beiden Zahlen vermehrt 
wird, ein Quadrat bildet. 

Auflösung. Weuu mau zu dem Produkte zweier beliebigen 
auf i'iuauder folgenden Quadrutzalileu die Summe derselben 

***) WorUcu die Zahlen mit I| II, 111 bezeichnet uad I «" -r* i 

II — ax + 6', III — ^l getfOUt, HO sind I . II + IIP uud II . III + 1* 

. tichou Quailratc; mun bat also nur noch I . III -|~ IP» d. L 

a - , SSa6*j; , ,. 

in ein Quadrat zu verwandein. äetzt oian 

bo ergicbi sich 

•* ■" a(^:$ — aal)» 

wo k unbeatiiumi bleibt. Eine ganz allgenieiae Lösung giebt Eular, 
, Commeutationcs Alg.. Coli. II, p, ß7C. 
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addiert^ so erh&It man Wieder eine QuadraUahl ia^(n + 0' 
+ o* + (a + 1)' — (a* + a + 1)*J. Deshalb setsen wir die 
erste Zahl gleich 4^ die sweite gleich 9, damit das durch 
Multiplikation beider erhaltene Quadrat, nftmlich 36, bei Uin- 
sufOgung der Summe beider ein Quadrat gebe. 

Nun murs noch das Produkt aus der sweiten und dritten 
Zahl| wenn es um die Summe beider Termehrt wird, ein Quadrat 
geben, und ebenso mufs man ein Quadrat erhalten, wenn man 
die dritte und erste Zahl multipliziert und zum Produkt die 
Summe beider addiert. 

Wird die dritte Zahl gleich x gesetzt, so wird das Produkt 
aus der zweiten und dritten^ wenn man es um die Summe 
beider vermehrt, gleich lOx -f* 9; dies soll gleich einem Quadrat 
sein« Weiter wird das Produkt aus der dritten und ersten Zahl 
bei Addition der Summe dieser beiden Zahlen gleich bx «f- 4, 
und auch dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. 

Wir haben also hier wieder eine doppelte Gleichung zu 
lösen. Da die Differenz der beiden Ausdrücke 6x + b ist, so 
suche ich zwei Zahlen , deren Produkt bx-^ b ist . Die eine 
dieser Zahlen ist x -(- .1| die undere &. Nach dem im sweiten 
Buche Gelehrten setze ich nun entweder das Quadrat der halben 
Summe beider Zahlen gleich dem grSIseren Ausdruck, oder 
das Quadrat der halben Differenz beider Zahlen gleich dem 
kleineren Ausdruek« Dann ergiebt sich « ■■ 28« Die erste 
Zahl ist also 4, die zweite 9, die dritte 28, und diese Werte 
l&seiB die Aufgabe*). 

•) Betst man I -^ a\ II — (a + l/, UI — x^ so hat man 
die Ausdrücke 

(tt+l)«« + (a + l)«4-«, tt«« + a* + « 

in Quadrate zu yerwaiideln. Die Differenz derselben (9a -f- t)x 
+ (30 + 1) ^>^BA gleich (3a -f- 1) (dp rf- 1) gesettt werdeB| und 
da die Oleidinng 

den Wert 

« — 4(0* 4- « + 1) 

lieteti to liad die geraäitea Z«U«a 

•V (o + ly, 4(«« + •+!). 
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SL AiaUßh^ Zwei ZahleB la finden, deren Pro- 
dukt ein Qiiedr4t giebt, sowohl wenn jede der Zahlen, 
4le nneh wenn die Samme beider davon eabtrehiert wi rd« 

AilUtug. Wir aetien die eine Zahl gleich « + ^ » ^'^ 
andere gleich 4x, da, wenn eine Zahl 4 weniger alt das Vier- 
fache einer andern betragt, das Produkt beider Zahlen ein 
Quadrat wird, eobald man et um die grolkere Termindert. 

Nun mub noch das Produkt beider Zahlen, wenn die kleinere 
Zahl davon subtrahiert wird, ein Quadrat geben, und ferner 
mnfs ein Quadrat entstehen, wenn von dem Produkt die Suniiue 
beider Zahlen subtrahiert wird. 

* 

Das Produkt beider Zahlen giebt aber, wenn es um die 
kleinere vermindert wird, den Rest 40^* + ^^ — 1» ^^^1 ^^^ 
um die Summe beider Zahlen Tcrminderte Produkt ist 
4:^ — ^— 1. Jeder dieser AusdrQcke soll ein Quadrat sein. Die 
Differenz beider ist 4;r. Zerlege ich dieselbe in die Faktoren 

4 X und 1, so ergiebt sich x » 1 ^ • Die erste Zahl wird also 

2 ) , die zweite 5 sein, und diese Werte genOgeu offenbar der 
Aufgabe*). 

22. Aufgabe. Vier Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Quadrat ihrer Summe ein Quadrat 
bleibt, wenn jede der vier Zahlen zu demselben addiert 
oder von demselben subtrahiert wird. 

Anflösung. In jedem rechtwinkligen Dreieck bleibt das 
Quadrat Ober der Hypotenuse ein Quadrat, wenn man das 
doppelte Produkt beider Katheten zu demselben addiert oder 
von demselben subtrahiert. 

Daher suche ich zunächst vier rechtwinklige Dreiecke mit 
gleichen Hypotenusen; das ist aber dasselbe wie die Aufgabe: 

*) Wir setzen die erste Zahl gleich j, die iweite gleich 
a*x 4' 1 und erhalten, indem wir ganz wie in der vorigen Auf« 
gäbe verfahren, die Ausdrücke 

1 -f 16 a* 9 

Sa" (l — Sa*) ' S (l — «a"^ ' 

wo a unbestimmt bleibt. 
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Ein beliebiges Quadrat ?ierinal in je xwei Quadrate sn teilen^ 
und wir haben schon gelernt^ ein gegebenes Quadrat auf un- 
endlich viele Arten in zwei Quadrate xu «erlegen. , 

Wir nehmen nho zwei rechtwinklige Dreiecke^ deren Seiten 
in den kleinsten Ziihlen ausgedrückt sind, wie 3, 4, 5 und 5, 12, 13. 
Multiplisieren wir jetzt alle Seiten eines jeden mit der Hypo* 
tenuse des andern, so wird das erstere die Seiten 3!^, 52, 65, 
das zweite die Seiten 25, 60, 05 haben, und wir erhalten zwei 
rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypotenusen. 

Ihrer Natur nach lifst sich femer die Zahl 65 zweimal 
in je zwei Quadrate zerfallen, nämlich in 16 und 49, sowie 
in 64 und 1. Dies rührt daher, dafs 65 durch Multiplikation 
der Zahlen 13 und 5 entsteht, ton denen je<le sich in zwei 
Quadrate zerlegen lafst. Ich nehme nun die Seiten der Qua- 
drate 49 und 16, nämlich 7 und 4, und bilde termittels dieser 
Zahlen 7, 4 das rechtwinklige Dreieck; dasselbe hat die Seiten 
33, 56, 65. Ebenso nehme ich die Seiten der Quadrate 64 
und 1/ nämlich 8 und 1, und bilde vermittels derselben das 
rechtwinklige Dreieck; dasselbe hat die Seiten 16, 63, 65. 
Nun habe ich tier rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypo« 
tenusen. 

Indem ich jetzt zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
schreite, setze ich die Summe der vier gesuchten Zahlen gleich 
65ap| jede eiuzelne derselben aber gleich sf mit einem Koeffi- 
zienten, der das Vierfache der Flache eines der vier Dreiecke 
ist^ also die erste Zahl gleich 4056 o^, die zweite gleich SOOOx", 
die dritte gleich 3696x*, die fierte gleich 2016«*. Es ist 
dann die Summe der tier Zahlen 

12768ir« — 65t, 
und daraus ergiebt sich 

if 16S * 

Daher werden die ?ier Zählen Brüche mit dem gemeinschaft^ 
liehen Nenner 163021824 sein, und zwar hat die erste Zahl 
den Zahler 17 136600, die zweite 12675000, die dritte 15615600, 
die tierte 8517600^. 

*) Wir bezeichnen die gesuchten Zahlen mit I, It, 10, IV, 
ihre Summe mit 8, Da jeder der Ausdrfldre <9* Hb ^t '^ db I^ * • • 
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n. Aufg»b«« [Vergl II, 10.] Eine gegebene Zahl in 
Bwei Teile sa teilen und datu eine Qaadratsahl Ton 



ein Qoadrai werden «oU, so sind 8 Bedingungen au erfilUen. 
Diopkaut wählt nun eine Zahl ii| deren Quadrat nach II, 10 auf 
vier Arten iu je zwei Quadrate serfällt sein niOge: 

o' ■■ »Ij* + ♦*/ ■* Wl|* + «t* ■" «Mj* + «1* «= W*^' + ••/v 

Indem er dann 

S^ux^ I— 2m|fi|a:*, Il—an^ii^x*, III— 2 im,«;!«*, IV— Qta^ii^a^ 

leict, hat er alle 8 Forderungen er{ÜlU| da 

Ä* Hh I — a*i^±^ 2 m^ n^ «•— (wi,*4-«i*)x* :i: 2 im, n, «*— f (iHj + w,)ar]* 

ist Man hat also nur noch x mittels der Gleichung 
2(mI|II| + m^n^ + m^n^ + •N4i»4)x* ■— war 

tu hestimmeu nnd den erhaltenen Wert in die Ausdrucke fttr die 
gesuchten Zahlen einsusetsen. 

Diese Aufgabe ist die erste, bei deren Lösung Diophant' fod 
einem rechtwinkligen Dreieck bpricht. Kr liut duliei aber nicht 
das geometrische Gebilde dieses Namens im Auge, sondern einfach 
drei rationale Zahlen, welche der Pythagoreischen Gleichung ge« 
nUgen. Das rechtwinklige Dreieck vermittels der beiden Zahlen 
tu, tt bilden, heifst nichts anderes, als die Lösung dieser Gleichung« 
also die Zahlen m* — ti^, 2mii, m* -f~ ^^* nehmen. Eigentümlich 
ist es, dafs er (und nach ihm Vieta, Dachet, Fermat u. a.) 
die beiden Katheten (of neul rt)v o^&»)y) xu weilen von einander 
unterscheidet. Er denkt sich dann das Dreieck so gezeichnet, dafs 
die eine Kathete vertikal, die andere also horizontal liegt. Die 
horizontale Kathete ist meist m* — n* und heifst ^ ßdcig (Basis); 
die vertikale ist gleich 2Mn und heifst ^ ua^itos (perpendieu* 
lum, Lot). 

Der Bachet'scheu ße^prechung verschiedener Einzelheiten 
der Lösung dieser Aufgabe fttgt Fermat folgende Bemerkungen zu: 

„Eine Primzahl von der Form 41»+ I ist nur einmal 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, ihr Quadrat 
ist es zweimal, ihr Kubus dreimal, ihr Biquadrat vier- 
mal, u. s. w. in inf. 

Eine solche Primzahl und ihr Quadrat lassen sich 
nur einmal in zwei Quadrate zerfallen; ihr Kubus und 
ihr Biquadrat zweimal; ihr Quadrato-Kubus und ihr Kubo- 
Kubus dreimal; n. s« w. in inf. 

Wenn eine Primzahl, welche die Summe zweier Qua* 
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der Beschaffenheit EU finden, dafii sie ein Quadrat bleibt, 
wenn sie um jeden der beiden Teile vermindert wird. 

drate ist, mit einer anderen Primiabl, die gleichfalls 
die Summe iweier Quadrate ist, multiplixiert wird, so 
Ufst sich das Produkt auf xwei Arten In xwel Quadrate 
serf&Uen. Wird die erste Prirotahl mit dem Quadrat der 
swelten multiplixiert, sa kann das Produ'kt auf drei Arten 
in xwei Quadrate xerfSlIt werden. Wird die erste Prim- 
sahl mit dem Kubus der xwetteo multiplixiert, so ge- 
«tattet das Produkt ?ler ZerfiUungen in swei Quadrate; 
n. s. w. in Inf. 

Danach ist es leicht su ermitteln, wie oft eine ge- 
gebene Zahl Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
sein kann: Man nehme alle in die gegebene Zahl auf- 
gehenden Primxahlen der Form 4ii-f" ^y via 6, 13, 17, . . • 
Wenn die gegebene Zahl durch Potenxen solcher Prim* 
xahlen teilbar ist, so hat ftian die Exponenten derselben 
aufsuschreiben. Die vorgelegte Zahl mOge s. R. durch 
den Kubus von 6,* das Quadrat von 13 und die erste 
Potens von 17 teilbar sein. 

Man nehme jetxt die Exponenten aller Ditisoren, 
also den Exponenten 8 von 6, den Exponenten 8 von 13 
und den Exponenten 1 von 17, und schreibe dieselben in 
einer beliebigen Reihenfolge hin, etwa 8, 2, 1. Mnl« 
tipitsiert man jetxt den ersten mit dem Doppelten des 
sweiten und addiert xum Produkt die Summe beider, so 
erhSlt man 17. Wird weiter 17 mit dem Doppelten des 
dritten Exponenten multiplixiert und xum Produkt die 
Summe von 17 und dem dritten Exponenten addiert, so 
ergiebt sich 62, und das ist die Anxahl der rechtwink- 
ligen Dreiecke, welche die gegebene Zahl xur Hypote- 
nuse haben. Ebenso v^fShrt man bei beliebig vielen 
Divisoren und beliebigen Exponenten derselben. 

Durch diejenigen Primxahlen, welche nicht von der 
Form In -f* 1 sind, *nnd durch die Potenxen derselben 
wird die Zahl der rechtwinkligen Dreiecke, von denen 
die gegebene Zahl Hypotenuse ist, weder vergrOfsert 
noch verkleinert • 

Anfgabe. Eine Zahl xu finden, welche eine vorge- 
schriebene Anxahl Male Hypotenuse sei. 

Auflösung. Es wird gefragt, welche Zahl etwa Tmal 
Hypotenuse ist Wir verdoppeln die Zahl 7, das giebt 14, 
addieren 1, das giebt 16, jind wihlen alle Primxahlen, 
die in 16 aufgehen; es sind dies 8 und 5. Jede derselben 

nUf fiAtti, ArilliMtllk. • 



AMtUmg. Die gegabelte Zahl mi 10; du tn ermittelnde 
Qudnt werde gleich x* + 3x + 1 gewtsL Dueelbe bleibt 

Tarriigera wir npi 1 und nebmen di« Hilft« des Reetei; 
dttdarch erhalten wir 1 und 3. Jetxt wSblen wir so viele 
Ter«chiedeue Primiafalen, aU hier Zahlen itehen, also 
iwai; dieH«n geben wir betiehnngiweise die Exponenten 
1 und 2 und multiplliieren die Resultate, alao die ein« 
Priusahl mit dem Quadrat der andern. Das entstandene 
Produkt wird der Aufgabe genOgen; nur mUiten die Prim* 
sablen, die man nimmt, von d«r Form 4ti + 1 sein. 

Ilieraua erhellt auch, daf« es leiobt i«t, die kleinste 
Zohl XU ermitteln, welche eine verlangte Aniahl Uale 
lljpntenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist. 

Aufgabe. Ein« Zahl su finden, die eine Torgeaehrie- 
hene Aniahl Unlo in iwei Quadrate lerfailt werden kann. 

Auflösung. Man soll eiue Zahl ermitteln, die sieh 
auf 10 Arten in je xwei Quadrate verfallen Htfut Das 
Doppelte von 10 ist 20, wetehe Zahl, in Priroiahlen «er- 
legt, gleich 2 . 'i . 5 ist. Wird jeder dieser Faktoren nm 
1 verringert, no bleibt 1.1.4. Wir nehmen dnber drei 
verschiedene PriniKahlen (von der Form In -(- l), x. B. fi, 
13, 17 und multiplliieren das Bi(|nadrat (wegen des Es- 
ponenten 4) der einen mit dem Produkt der beiden nndern, 
NO erhalten wir die gesuchte Zahl. 

Umgektihrl soll ermittelt werden, wie oft sich eine 
Ke);ebene Zahl in xwei Quadrate serfBlleu llfst. Die ^e- 
Kobeno Kahl sei 32fi. Die darin aufgehenden Primiahlen 
(von der Form 4n -f* 1) ■'■>d 6 und 13, und xwar i>t in 
S26 das Quadrat der ersteieii und die erste Poteni der 
letsten Zahl enthalten. Man schreibt nun die Exponenten 
2, 1 nieder, addiert die Summe beider su ihrem Produkt 
— das gieUt 5 — , sXhlt 1 dazu — das giebt 6 — ; und 
nimmt die llKifta dieser Zahl, d. l a So oft ist die ge- 
gebene Zahl 32.'> iu xwei (Quadrate lu lerfSlten. 

Waren drei Eipoiienten, etwa 2, 2, 1 vorhanden, so 
wHrde man in folgender Weise verfahren: Daa Produkt 
iiiiJ (lio Summe der beiden ersten lusamroen geben 8; 
xliblt iimu jet«t das Produkt aus 8 in den letiten Et- 
ponenteii vtr Summe dieser beiden Zahlen, so erhSlt man 
17; wild ilaxu 1 addiert, so ergiebt bich 18, und die 
liaiflu dieser Zahl ist ». Bo oft llfst i>ich jene swejte 
Zahl in zwei Quadrate irrfüllen. Hiernach ist os leicht, 
die kli'inHie Zuhl xa «riiiiltuln, welch« elni: vorgeachrte- 
•«nii Auj^abl Male aus cwei Quadraten bealcht. Wenn 
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rill Quadrat, Howohl wenn man 2a; + ^ » *1> ^^^^ ^^nn man 

4x davon subtrahiert. 

Daher netse ich den enitrn Teil gleich 2a; + 1 » ^^^ 

■weiten Teil gleich 4 or. Die Summe beider Teile muCi gleich 

der gegebenen Zahl nein. Setxt man aber die Sumrae^ d. i. 

6x + 1 - 10, 
80 ergiebt sich . i 

sc ^^^ • * 

Es winl also der erste Teil 4, der zweite 6 und das Quadrat 
6|- sein, ] 

84. Aufgab«. fVergl. II, lo.] Eine gegebene Zahl in 
zwei Teile eu teilen und dasu eine Quadratsahl von 
der Beschaffenheit «n finden, dafs dieselbe ein Qua- 
drat bleibt, wenn sie um jeden der beiden Teile Ter- 
mehrt wird. 

AuflSsuBg. Die gegebene Zahl sei 20, nnd das Quadrat 
werde gleich x* -^^ 2x + l gesetzt Dasselbe bleibt ein Qua- 
drat, wenn man 2a; + .3 dasu addiert, und ebenso, wenn es um 
4 a? -j- 8 Tergröfsert wird. 

Daher setze ich den ersten Teil gleich 2a; 4* ^f ^^^ Bweiten 
gleich 4 a; 4" S* Dann ist die Summe beider Teile, d. i. 

6a;+U— 20, 
und daraus ergiebt sich . t 

Es wird also der erste Teil 6, der zweite Teil 14, das Qua- 
drat 6) sein, und diese Werte genflgen offenbar der Aufgabe. 

die ciiletst sn teilende Zahl ungerade ist, so mufs. man 

1 subtrahieren und den Kest durch 2 teilen. 

Es möge noch die folgende Aufgabe gestellt sein: 
Eine ganie Zahl tu finden, welche eine Qoadrattahl wird, 
wenn man sie um ^ine gegebene Zahl yergröfsert, nnd 
welche zugleich Hypotenuse einer Torgeschriebenen An- 
tahl Ton rechtwinkligen Dreiecken ist Diese Anfgahe 
Ist schwierig. Es soll t. B. eine Zahl gesucht werdeni 
welche zweimal Hypotenuse ist nnd durch Addition Ton 

2 xn einem Quadrat wird. Als Wert der gesuchten Zahl 
ergiebt sich 2028; es giebt aber noch unendlich tiele 
hindere Zahlen, welche dasselbe leisten, z. B. 8862 n. s. w." 
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L AQitßh%. Eine gegeben« Zahl in twei Knben ta 
terlegen, deren Seiten eine gegebene Bnmme bnben. 

AofUsuBg. E« soll die Zahl 870 in twei Knben geteUt 
werden, deren Seiten die Summe 10 haben. Da 6 die balbe 
Summe der Seiten iet| so nehmen wir die Seite dee ersten 
Kubus gleich x-^-b un\t^r die Seite des sweiten Kubus bleibt 
dann 6 — o;, und die Summe der Kuben selbst wird SOtap* «f ^^ 
sein. Das ist gleich der gegebenen Zahl, : also gleich 870| 
und daraus ergiebt sich op «- 2« Somit wird die Seite des 
ersten Kubus 7, die des sweiten S sein, und die Kuben selbst 
werden 343 und 27 betragen. 



2. Aufgabe. Zwei Zahlen zu finden, deren Differenz 
eine gegebene Zahl ist, und deren Kuben ebenfalls 
eine gegebene Differenz haben. 

Auflösung. Die Differenz der Zahlen soll 6. die Differenz 
der Kuben 504 betragen. 

Wir setzen wieder die Seite des grdfseren Kubus gleich 
X + 3, dii* des kleineren gleich x — 3, so dafs die Differenz 
beider Seiten Ü ist. Nun soll noch die Differenz der Kuben 
004 betragen. Die Ditferenz der Kuben ist aber 18i;* «f* ^* 
Wird (iuM gleich 604 gonetzt, so ergiebt sich x •>» &• 

Kumit wird die Seite des gröfsoren Kubus 8, die des 
kleineren 2 seiii; die Kuben selbst werden 612 und 8 betragen, 
und durch diese Werte wird offenbar der Aufgabe genOgt*). 

*) Die allgemeino Lödung dieser beiden Aufgaben macht 
keine Schwierigkeit. Setzt man in der ernten Aufgabe die Summe 
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8. Anfg^b«. Eine QuadralEahl nnd deren Seite mit 
einer und derselben Zahl su mnltiplitiereni so dsTs 

der Zahlen ■■ ta, die Bnmnie der Kuben •» 5| lo liefert die 
Gleichung 

(ö + »)» + (a — «)• — 6 
den Wert 



-r- 



ea 



Wird .ebenso in der tweiten Aufgabe die Dilforent der Zahlen 
■«3(1, die Differenx der Kuben -«6 geseilt» so giebi die Gleichung 

den Wert 



-r 



Dachet fügt hier 6 Khnliche Aufgaben bei, Ton denen wir 
die drei ersten, auch Ton Vieta, Zet. IV, 18—20 behandelten 
kurs besprechen müssen, um die darauf besttglichen Anmerkungen 
Formats tu verstehen. 

1, Aufgabe. Zwei Kubtktahlen su finden, deren Summe 
gleich der Differens zweier gegebenen Kuben ist. Es darf aber 
das. Doppelte des kleineren Kubus nicht grOfser sein als der grSfsere. 

• Auflösung. Sind n', 6' die gegebenen Kuben, wo n>ft 
Toraasgesetit wird, so setsen wir die Seiten der gesuchten Kuben 
glmoh » — fr und a --* kx. Dann geht die Gleichung 

(j. . 5)1 + (o _ jht)t « «• _ jt 

Ober in 

«»(1 - *•) + 8«*(a** - fr) + 8jc(fc* ~ a«») — 0| 

fr* 

• also wird, wenn fr*/— a^k ■■ 0, d. h. k ■■ --| angenommen wird, 

•a'fr 

■0 dafs sich flir die gesuchten Seiten 

. / »(«•'-fr') •(•'-«fr') 
y •• + fr*,' a* + fr*^ 

ergiebl. Der tweite Wert giebt den Grund der ^aehet'seben 
Determination an. 

% a 

Beispiel a«a9yfrMi, ftM>-.,0M>^, also 

-— (j)'+tt)- 
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die Seite ein Kubas und die Qaftdrfttsfthl die Seite 
dieses Kabus wird. 



i. Aufgabe» Zwei KubikzaUeu lu findeoi dersu Difereat 
gleicb der Sunuie swcier gegobiaea Kubea i«t 

Auflösung. Uat«r dea uMailicIiea Vorauniettuagen .wie obea 
•rbaltea wir di« UleiobuQg 

(tt + «)• — (Ä jp - 6/ — a» + 6» 
oder 

^(1 — k") + 3*»(a + te) + 3jrrtt» - bH) — 0, 

uad daran« für i; — r« 







Xmm 




alio fUr die 


ge«ttcbten 


Seiten 






-(- 


• + «6') 


*{«••+*•) 



«•-.!,• • a» — ** 
BeiepieL a — 3, 6 — I, I; — 4» alio 

•+-(?)■-(?)• 

S. Aafgabe. Zwei Kübikzablen tu finden» derea Difercna 
gleidi der DillMeas iweier g»g«beaeu Kubikiabkn Ist. Es mufs 
jedoch da« Üofipelle der kleiuerea Kubikxakl BMhr ab die grObere 
belrsgva. 

AaflO«uag. . UU Oleivbuag 

(x — 6)" — iks - uY — «• — 6« 
ider 

J*(l — **) + Sä» («i» . 6) + 3« (6« — ««it) — 

lietect Ar * — ^ 

a* . 

Sa*» 

also siad die gesachten ZaUea " 

»(to*— ** > aiS**--a») 
a« + *» • a* + V ' 

B.i.pi.L m-«4-(««)'-(i)'. 

Fermat b emerkt lur 1. Au^be Mgeadef: 
^Durch ein wiederholt aagewandlee Verfabrea he- 
eeitigea wir leicht die BeschrSakuag and lOsen diese an4 
die folgenden Aafgabea gMs allgemeiBi was weder Bachei 
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AuflSsilBg. Wir »eisen das Quadrat gleich ^^ so wird 
die Seite desselben x sein. Die Zahl, mit der wir multiplisieren, 
sei der einfache Bruch mit einer beliebigen Kubiktahl als 

noch Vieta zu stände bringen konnte. Die gegebenen 
Kttbikzahlen seien 64 und 125, und eii sollen swei andere 
Kuben gefunden werden, deren Bumme gleich der Diffe- 
renJt der gegebenen ist. Nach der dritten Aufgabe be- 
stimmen wir zwei Kuben, deren Differenz gleich der 
Differenz der gegebenen ist. Diese hat Sachet ermittelt; 

. . 16162 099 , IM j. IT 1. u u i. 

es sind ^^ ^ , , und ii^Qi^; diese Kuben haben nach 

ihrer Bildung eine Differenz, welche gleich der Diffe* 
renz der gegebenen ist. Auf diese nach der dritten Auf« 
gäbe gefundenen Zahlen konn aber, weil das Doppelte 
der kleineren Zahl nicht mehr als die grOfsere betrftgt, 
die erste Aufgabe angewandt werden. Man kann also 
von diesen letzteren Kuben als den gegebenen ausgehend 
swei andere Kubikzahlen bestimmen, deren Bumme gleich 
der Differenz der gegebenen ist; dies ist nftmlich nach 
der Determination der ersten Aufgabe möglich. Die 
Differenz dieser gegebenen Kuben ist aber nach der 
dritten Aufgabe gleich der Differenz der anfanglich ge* 
gebenen Kuben 64 und 126. Auf diese Weise hindert 
uns nichts, zwei Kuben zu bilden, deren Summe gleich 
der Differenz der gegebenen Kuben 64 und 126 ist, wo- 
rttber sich Bachet selbst wundern würde. Man kann 
sogar, indem man jene drei Aufgaben unaufhörlich nach 
einander anwendet, unendlich viele Paare von Kubik- 
zahlen ermitteln, welche dasselbe leisten. Aus den zu- 
letzt gefundenen Kuben, deren Summe gleich der Diffe- 
renz der gegebenen ist, leitet man nftmlich mittels der 
zweiten Aufgabe zwei andere her, deren Differenz gleich 
der Summe der letzteren, d. i. gleich der Differenz der 
früheren ist; dann sucht man zwei Kuben, deren Summe 
gleich der Differenz der zuletzt gefundenen ist, und dies 
Verfahren setzt man unbegrenzt fort.^ 

Anmerkung Fermats zur dritten Aufgabe: 

„Dafs die Determination dieser Aufgabe nicht .richtig 
ist, werden wir auf ähnliche Weise, wie es bei der ersten 
Aufgabe geschah, darthun. 

Wir können sogar mittels der obigen Bemerkungen 
eine Aufgabe lösen, welche Bachet unbekannt war, nftm- 
lich eine aus zwei Kuben zusammengesetzte Zahl in zwei 
andere Kuben zerlegen, und zwar ist das auf unendlich 



ISO Vf. 

KoMMimA, #t«« - • Wmm wir ■% Jii> <lb <« jb* ■■MipKiieWy 

m MluiltM wir Sx, «ad wmm wir jr MilüpliBinw, m» eigicU 

•iirli 8« 

Nun ftiU 8;r die Seit« des Kulm 8, abo 2 — 8x lei^ 

und dumut folgt 

t 

Ks wird daher du« Quadrui /^, die Seite deeMlben J, die 

Zubl^ mit der wir sn mulUpliziereu babeui 32 «ein; denn wenn 

dp «M - Itip eo Ui der eiufaclie Uniclii d. L - - gleich 4, und 

duTi'h die gefundem'U Werte wird . der Aufgabe offenbar 
genflgt^. 

viele Weiten niOglich durch wiederhelie Anwendung dei 
oben dargolegien Verfahreni. 

!!• »eien H und 1 die Kuben, deren Summe in iwet 
andereKubikxahlcn xerfAlli werden loU. Nach der iweiten 
Aufgabe beitimmen wir tunftohsi iwei Kuben, deren 
Differenz gleich der Summe der gegebenen ist; diese sind 

aü ^^^ Tii' ^* ^** Poppelte der kleineren dieser 
Zahlen mehr als die gröfricre betragt, so lafst sich jettt 
die dritte Aufgabe anwenden, dann wieder die erste, und 
damit ist die gestellte Forderung erfüllt Will man eine 
zweite Losung erhalten, so ha4 man wieder die xweite 
Aufgabe anzuwenden, u. s. w. 

Um aber ganz klar darzuthun, dafa die Determina* 
tion der dritten Aufgabe unrichtig ist, wollen wir wirk* 
lieh zwei Kuben bestimmeu, deren Differenz gleich der 
Differenz der gegebenen Kubikzulilen 8 und 1 ist. Buchet 
wUrde die»o Aufgabe sicherlich fttr unmöglich erklären, 
und doch habe ich durch meiue Methode zwei Kuben er- 
mittelt, deren Differenz gleich 7, der Differenz von 8 

und 1 ist. Diese Kuben sind —öfjsm ****** ~^i884S7 » 

.. ^ .. 1266 , 1256 ^^ 

ihre Heiten Y^^ und j^^-" 

*) Allgemein wird das Quadrat -^, die Seite desselben — j, 
die Zahl, mit der wir zu multiplizieren haben, a^ sein. 
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4. Aufgab«. Zu einem Quadrat and dessen Heite 
eine und dieselbe Zahl su addieren, so dsirs das Qua- 
drat ein Quadrat bleibt und die Seite sur Seite dieses 
neuen Quadrats wird. 

Anfltsoig. Es sei das Quadrat '«*, dessen Seite also s; 
die tu addierende Zahl sei 9? mit einem solchen KoefBuenteui 
dafs bei Addition von 9? ein Quadrat entsteht, etwa Ss". 

* Wird diese Zahl au afl addiert, io erhilt mau 4x*{ wird 
dieselbe au x addiert, so erhftit man 8«" -4" '• Dieser letstere 
Ausdruck soll gleich der Seite des Quadrats 4«*, also gleich 
2x sein. Somit ergiebt sich 

1 

* S 

Es wird daher das Quadrat ^ , die Seite desselben -z und die 
au addierende Zahl f sein*). 



5. Aufgabe. Zu einem Quadrat und dessen Seite 
eine und dieselbe Zahl au addieren, so dafs die Seite 
au einem Quadrat und das Quadrat sur Seite dieses 
neuen. Quadrats wird. 

AnfltsUBg. Es sei das Quadrat x\ dessen Seite also s. 
Die au addierende Zahl mufs nun, damit sie die Seite des 
Quadrate au einem Quadrat mache, gleich a^ mit irgend einer 
Quadrataahl als Koeffisient, Termindert um die Seite des Qua- 
drats, sein; dieselbe sei 4«* — ar. Wird diese Zahl [au x 
addiert, so erhilt man 4x*|[ wird sie] au sf addiert, so ergiebt 
sich b9f — Xf und dieser Ausdruck mvXi gleich 2«, nimlich 
gleich der Seite des durch die erste Addition entstandenen 
Quadrats sein. Daraus erhfllt man 

* s 



*) Attgemein wird das Quadrat pxrnt die Seite desselben 



1 tk m^ %. 

di. SB addieraid. Zahl — -r-r Min. 



. ^ , • — - —«.«.- »— . g-:^ 



zu 
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Homit winl dmi Quudrat ^^ | die Seite deenelben ^ | die su 
addiereudo Zahl ^ ■eiu'^). 

6. Aufgabe« Zu einem Kubus und einem Quadrat 
ein und dasselbe Quadrat lu addiereui so dafs der 
Kubus ein Kubus und das Quadrat ein Quadrat bleibt 

Anflösang. Es Moi der Kubus or*, das Quadrat «' mit 
einer belit*big(4i ()uadra(zabl als Kot'ftisiüuteUi etwa Uo?*. Uti 
ich uuu will| dafs ein Quadrat, wenn es um ^jf vermehrt 
wird, ein Quadrat bleibe, so wiihle ich zwei Zahlen, deren 
Produkt 9 ist, etwa 1 und 0. Wenn ich nun 1 ?on sub« 
traliiere und diu Hälfte des lleüieu mit sich selbst multi|ili« 
ziere, hu werde ich IG erhalten. Diese Zahl giebt, wenn sie 

U addiert wird, ein Quadrat M'^+(**^5f~) ■«(*^-J-)1. 

Ich üetzo daher das zu addierende Quadrut gleich 16x', 
und dann erhulio ich, wenn ich es zu ^^:K? addiere, wirklich 
ein Quadrat 

Wouu ich duMielbo aber zu dem Kubus ^ addiere, su 
erhalte ich x^ -f IG*^^ Dieser Ausdruck soll gleich einem • 
Kubus sein. Er sei gleich 8.1;'; dann ergiebt sich 

Somit wird der Kubus ^/-, das Quadrat ~- und das zu 
addierende Quadrat -jrp sein**). 

*) Allgeiuein wird das Quadrat (txi) » ^^® ^^^ desselben 
*t-t-;i die zu addierende Zahl -— 7-r^r *xT^ sein. 

**) hi allgemein x^ der Kubua, a*jc* das Quadrat, (b* — a*)a^ 
das zu addierende Quadrat, so soll 

sein. Daraus erhSH mau 

wo a, 6, c nur der liedinguug unterworfen sind, da(s 6* — a* ein 
Quadrat sei. 



/ 
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7, Aufgabe. Zu einem Kubus und einem Quadrat 
ein und dasselbe Quadrat su addieren, so dafs der 
Kubus ein Quadrat und das Quadrat ein Kubus werde. 

Auflösung. Es sei der Kubus die erste, das Quadrat die 
Bweite, das zu addierende Quadrat die dritte Zahl. Da nun 
das au addierende Quadrat (die dritte Zalil), wenn es um dns 
Quadrat (die zweite Zahl) vermehrt wird,- einen Kubus geben 
soll, so möge dieire 8ummc der Kubus «ein, dfU wir die erste 
Zahl genannt haben*), so dafs die erste Zahl die zweite um 
die dritte, also um ein Quadrat übertrilfl; denn die dritte 
Zahl ist ein Quadrat 

Welche zwei Zahlen ich nun aber auch nehmen mag, die 
Summe ihrer Quadrate wird, wenn man sie um das Doppelte 
Produkt derselben rermehrt, immer ein Quadrat. Ich mufs 
also, wenn ich zwei Zahlen gewählt habe, die Summe ihrer 
Quadrate als die erste Zahl annehmen, da die erste Zahl gleich 
der Summe zweier Quadrate, dem gesuchten und dem zu 
addierenden (der zweiten und dritten Zahl) ist. Das doppelte 
IVodukt der Zahlen mufs ich als dritte Zahl annehmen. Es 
ist aber die dritte Zahl ein Quadrat, daher auch das doppelte 
Produkt der gewühlten Zahlen ein Quadrat sein mufs. 

Es möge daher die eine Zahl gleich jp, die andere gleich 
2x gesetzt werden, damit ihr doppeltes Produkt ein Quadrat 
sei. Indem ich nun die Summe der Quadrate dieser Zahlen 
nehme, setze ich die erste der gesuchten Zahlen .gleich bx\ 
das doppelte Produkt derselben aber, d. i. 4x\ gleich der 
dritten Zahl, so dafs fOr die zweite noch x* bleibt; denn 
diese soll, wenn sie zur dritten addiert wird, die erste Zahl geben. 

Es erübrigt nochi dafs die erste Zahl eb Kubus, also 

seL Daraus folgt 

« — 5. 

Somit wird der Kultus (die erste Zahl) 126, das Quadrat (die 
zweite Zahl) 26, das zu addierende Quadrat (die dritte Zahl) 

100 sein, und diese Werte genügen offenbar der Aufgabe. 

— _ . • 

*) Eine willkOrliche Annahme, welche die Aufgabe tu einer 
ganz andern nachi 
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■ 

i. Audere AuflSsong. Es m^ wMdtr der Kubua die 
erste, das Qaadmt die sweitei das sa addierende Quadrat die 
dritte Zahl. Da ich uim will, dafs das tu addierende Quadrat, 
wenn es xur xweiten Zahl, d. i. einem Quadrat^ gesihlt wird, 
einen Kubus gebe, so möge diese Summe die erste Zahl sein. 
Da ich weiter will, dafs die erste Zahl, wenn sie sur dritten 
addiert wird, ein Quadrat gebe, so bin ich dasu gebracht, 
swei Quadrate atu suchen, deren Summe, wenn sie um eins 
der Quadrate vermehrt wird, ein Quadrat giebt. Aulserdem 
sollen diese beiden Quadrate, das sum «weiten zu addierende 
und das zweite selbst, zusammen einen Kubus, nämlich die 
erste Zahl geben. 

Es werde nun das erste dieser beiden Quadrate gleich x\ 
das zweite gleich 4 gesetzt, so ist die um eins der Quadrate 
vermehrte Summe beider gleich 23? -f ^« Wird dies gleich 
dem Quadrat Über der Seile 2x — 2, also gleich 4x' + 4 — fix 
gesetzt, so ergiebt sich a; -» 4. Es wird also das eine Qua- 
drat 4| das andere 16 sein. 

Nun setze ich das zu addierende Quadrat gleich 16x* und 
die zweite Zahl gleich 4^;'; dann wird die erste, weil sie der 
Summe beider gleich sein soll, 20 jf sein. Es erübrigt noch, dals 

20ä* — «• 
werde; daraus folgt 

Ä-20. 

Somit wird die erste Zahl 8000, die zweite 1600, die zu 
addierende Zahl 6400 sein; übrigens lalst die Aufgabe unend« 
lieh viele Losungen zu*). 

• 

0. Aufgabe. Zu einem Kubus und dessen Seite eine 
und dieselbe Zahl zu addieren, so dafs der Kubus ein 

^) Biud allgeiiioin o, b swei beliebige Zableai deren doppeltes 
Produkt eine Quadratzabl ist, so . liefert Diopbaois sinnreiches 
Verfahren fUr den Kubus (a' + 6^ » fttr das erste Quadrat 
(a — 6)«(a' + 6')'i fUr ^^ >» addierende Quadrat aaft(a' + 2»*)*; 
in der TUat ist 

(a — hy{a^ + hy + 2«6(o« + 6»)» — (m» + *»)•• 
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KabuB bleibt und die Seite tut Seite des neaen Knboe 
wird. 

AnflSmuig. Es sei x die xu. addierende Zahl Die Seite 
des Kubas sei x mit einem beliebigen Koefficienteni etwa 2x, 
der Kubus selbst also Bsi^. 

Wenn x zu 2x addiert wird, so ergiebt sich Bx^ und 
wenn man x tu Ss^ addiert» so erh&lt man 8a^'\'X. Es soll nun 

8a:' + x — 27x* 

sein. Wird beiderseits 6x^ subtrahiert, so bleibt 

190^ _a;, 

und wenn alles durch x dividiert wird, 

19x« — I. 

Nun ist 1 eine Quadratsahl. Wenn daher der Koeffisient 19 
▼on x^ ein Quadrat wäre, so wiiro die Gleichung gelöst. 

Der Ausdruck 10 je' ist aber aus der Diflerens von 27a;' 
und 8x' entstanden, und 27a;' ist der Kubus ron 3a;, Sa;* 
derjenige ron 2a;, so dafs die Zahl 19 entstanden ist aus der 
Differens des Kubus ron 3a; und desjenigen von 2a*. 

Die Zahl 2a; haben wir oben willkQrlich sngenommen, 
und 3a; haben wir dadurch erhalten, dafs wir den gewilhlten 
Koeffisienten von o; um 1 vermehrt haben. Wir sind auf diese 
Weise su der Aufgabe geführt: Zwei Zahlen ron der Diffe- 
rens 1 SU finden, deren Kuben eine Quadratsahl anr 
Differens haben. 

Es sei die eine dieser Zahlen x, die andere sc -\^ l, so. ist 
die Differens ihrer Kuben 3a;' -f 3^ + !• Setzen wir dies 
gleich dem Quadrat über der Seite 1 — 2a;, so ergiebt sich 
jt •- 7. Die eine Zahl wird also 7, die andere 8 sein. 

Jetst gehe ich an der ursprDnglich gestellten Aufgabe 
surOck und setze die su addierende Zahl gleich ff, die Seite 
des Kubus gleich 7 a;. Dann wird der Kubus 8430^ sein, und 
wenn x zu jeder der beiden Zahlen addiert wird, so erhllt 
man Sx und 843x' •{• x. Nun soll der letztere Ausdruck der 
Kubus über der Seite Sx sein, also ist 

8l2x'-»843a;' + «. 
Darmus ergiebt sich . 

* IS 
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• 



Somit wird der Kiibua ^«»«i diu SeiU» desselben —, die su 
addiereude Zahl «^ sein*). 



10. Aufgabe. Zu einem Kubus und dessen Seite eine 
und dieselbe Zahl xu addieren, so dafs die Seite ein 
Kubus und der Kubus die Seite des neuen Kubus wird. 

Auflösung. Es sei der Kubus ai^ mit ein<^r beliebigen 
Kubik'/ahl uIm KoeffizientuUi etwa Sm\ seine Seite also 2x. 
Die zu addiereude Zahl werde gleich der Differenz gesetzt, die 
entsteht, wenn man von x^ mit einer anderen beliebigen 
Kubikzahl als KoefHzienten die Seite des ersten Kubus sub- 
trahiert; sie sei etwa 27 u^ — 2ar. Wird diente Zahl zu 2x 
addiert, so ergiebt sieh 27 a:^, und das ist der Kubus der 
Seite *Ax, Wird dieselbe aber zu Sx^ addiert, so erhält man 
i\i}x^ — 2x. Dies soll nun die Seite des Kubus Hx^, also 
gleich i\x sein. Em int also ^ 

3fu» — 2ar — fix, 
und daraus folgt 

oder, wenn alles durch x dividiert wird, 

Da diese beiden AundrQcke sieh nicht wie zwei Quadrate tu 
einaniler verhalten, so wird der Wert von x nicht rational^). 

">) Kh hoU a*' -{" .y *^ (' + ^y <>*>i<>* Daraus erhalt man leicht 

^„ . 

Wird jetzt 4 — 3j* a» (2 — kj-y ungeiiomDien) so ergtebt sich 

* "" S + A« 
und 

WO k unbentimnit bleibt 

**) Obwohl Dio|ihant| wie au« V, 33 und anderen Bei^pieleu 
erniobtlich iiii die irrationalen Wur/tihi gemiHcht-quailrstiMcher 
Qleickun^«'n nSherungriweiMe h<»>tiiiiuieu kaun, no Iflfiii er doch nur 
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Nun i^i 35 durch Addition dor beiden Kuben 27 und 
8 entstanden, die Zahl 5 dnrch Addition der Seiten derselben« 
Die Aufgabe ist also auf folgende xurflckgefnhrt: 

Zwei KuhilcKablen von der nenchaffenhoit an 
finden, dafs die Summe derselben und die Summe 
ihrer Seiten sich wie awei Quadrataahlen au einander 
rerhalten. 

Es sei die Summe der Seiten der Kuben eine lieliebige 
Zahl, etwa 2. Wird dann die Seite den ersten Kubus gleich x 
gesetst, so mub die des andern 2 ^ x sein, und die Summe 
der Kuben wird Ox* -f- ^ — 1^' betragen. 

Wir wollen nun, dafs dieser Ausdruck und die Summe 

der Seiten, d. i. 2, sich wie awei Quadrataalilen au einander 

▼erhalten. Da 2 das Doppelte eines Quadrats ist, so mufs 

dann auch Gx' -f 8 — 12a: das Doppelte eines Quadrats, also 

die Hiilfte davon, d. i. .^x* '\- A — Tut, gleich einem Quadrat 

sein. Nehmen wir als Seite dieses Quadrats 2 — Ax an^ 

setaen also 

Sx« + 4 - Cj- — (2 — Ax)\ 
ao wird 

10 

Es wird also die eine Seite ,- , die andere .. sein. Nehme 

IS' IS 

ich das Drei7.ehnfacbe und darauf die tlAlfte, so erhalte ich 
als Seiten der Kul>en 5 und 8. 

Nuii gehe ich aur ursprAiiglich gestellten Aufgabe aurHck 
und aetso die Seite des Kubus gleich fSx\ dann wird der 
Kubus 1254p' sein. Als su addierende Zahl nehme ich den 
Kubus der Seite 8a:, vermindert um die Seite des ersten 
Ki|bus, also 512ap* — 5a? an. Wird dies au hx addiert, so 
erhalt man einen Kubus; wird es zu 125a:^ addiert, so erhillt 
man 637 x' — 5a:. Dieser letzte Ausdruck soll nun die Seite 
des Kubus 512a^ sein; also ist 

rationale Lnsiingen xn und Terwirft Oletdinngen, die solche nicht 
geben. Wie die tpegatiren, so sind anoh die irrationalen Zahlen 
^ ntr ihn keine Teri nnmevi. Dafo eine qnadratische Gleichung swei 
Wnrteln hat, ist ihm vMlig unbekannt; er nimmt die Wnrxolgrnfse 
ifnmer nur mit dem positiven Zeichen. 
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8a: — OSlsi^ — 6jr, 
und daraus er^bt sieb 

Somit wird der Kubus ^, die Seite deeielben y, die su 
addierende Zahl ^^ sein"'). 



IL Aufgabe. Zwei Kuben au finden, deren Sarnme 
gleich der Summe ihrer Seiten iiL 

AuflSeung. Wir drOcken die Seiten der Kuben durch die 
Unbekannte x aus, die eine durch 2x, die andere durch 3rr. 
Dann ist die Summe der Kuben S5a^. Das soll gleich der 
Summe der Seiten, also gleich 5^: sein. Wird alles durch x 
dividiert, so folgt 

und für X ergiebt sich kein rationaler Wert, her Koeffiiient 
von iihu'^ ist aber durch Addition xweier Kuben, nämlich 8 
und 27, entstanden und die Zahl f» durch Addition der Seiten 
di^rseUieu. Wir sind also xu dfr Aufj^ube geführt: . 

Zwei Kuben xu finden» deren Summe, wenn man 
sie durch die Kumme der Seiten dividiert, eine Qua* 
dratzuhl ul« (Quotienten giebt. 

Diese Aufgabe iHt aber schon |in IV, 10] gelöst worden, 
und es haben sich als Seiten der Kuben 8 und ß ergeben. 

*) Wird der Kubus gleich u^x\ die tu addierende Zahl 
gleich 6'u^ — ax gesetzt, so soll 

[(«» + 6»)u' — auf — 6V, 
also 

Hein; daraus folgt , 

^ i 

Es ist aUo a' — ii6 -{- ^' in ein Quadrat zu verwandeln, was 

t +%k 
keine Schwierigkeit uiaclit. Man erhält ^ «" ^ * v^-j^t t ^o A 

unbestimmt bleibt. 
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Ich gehe jetst su der ortprOnglich gestellten Aufgabe 
curflck und setxe die Reiten der Kuben gleich fix und bx. 
Daun wird die Summe der Kuben GSTr*. Dan soll gleich 
der Summe der Seiten, d. i. Vdx sein. Daraus ergiebt sich 



Somi 
sein, 


t wird die 8 
die Kuben t 


1 

eite de« enten Kuba« j, 
lelbst aber werden rrr und 

•oll 

*» + »•-* + * 


die 1 

511 
SM 


oder 
sein. 


•) Allgemeii 
Wird 





betragen^ 



gesettti wo k unbestimmt bleibt, so ergiebt sich leicht 

und da jetst uosere Gleichung o^ rh ^'jf *■ 4: 1 oder 

x + kx* Yzil^ ■" ± ^ 
lauteti so ist entweder 



oder 



— 1 + i« , 1 + SÄ- 



J + i + Ä « — •' I 4. Ä .f ilt 

Diophants Werte gehen ans der ersten Lösung fUr fc ■» -r- hervor. 

Sachet schliefst hieran die Anfgatie: 

Zwei Kuben m finden, dereu Summe cur Riimme der Seiten 
in einem gegebenen Vcrhalfninso uteho. Er fttgt die Determination 
bei: Die Verhftltninzahl. mufrf eine Quadraixahl oder der dritte Teil 
eines Quadrats sein. Datn bemerkt Format: 

„Von dieser Determination ist dasselbe tu bemerken, 
was ich in der Anmerkung sur folgenden Aufgabe ge- 
sagt habe, und ich wundere mich nicht darüber, dafs 
Baehet die allerdings schwierige allgemeine Methode 
nicht gesehen hat, sondern darüber, dafs er nicht wenig* 
stens dem Leser mitgeteilt hat, dafs die Ton Ihm ge* 
gebene Methode nicht allgemein ist* 

nupliftat, AHlliMtilk. t 
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UL Aufgab«« Zwai Kiiben xa findan, daran Diffa- 
reni glaieh dar Diffaranx ihrar Saiten UL 

AnfltBiug. Efi aaien dia Seiten der Kaben 2d; nnd ix, 

80 wird die Differens der Kuben \9i^^ dia der Seiten sc sein« 

Ea iit aUo 

sc — I9x\ 

und diese Gleichung liefert keinen rntionalen Wert von Xp 
weil beide Zahlen aich nicht wie zwei Quadratxahlen xu ein- 
ander verhalten. Wir sind auf diese Weise xu der Aufgabe 
gefOhrt: 

Zwei Kuben von der Beschaffenheit su finden, 
dafs die Differenz derselben und die Differenx ihrer 
Seiten sich wie zwei Quadratzahlen zu einandeir ver* 
halten. 

Wir nehmen die Seiten dieser Kuben gleich x und d? -f- ^ 
an, damit die Differenz ihrer Seiten ein Quädrati nimlich 1, 
sei. Wenn aber die Seite des einen Kubus x, die des andern 
o; 4* 1 1*^ Bo wird ilie Differenz der Seiten 1, die der Kuben 
3a:* -^ 'Ax -{- l sein. Wir wollen nun^ dafs So;* + 3x + l 
und die Differenz der Seiten, d« i. 1, sich wie zwei Quadrat* 
zahlen zu einander verhalten. Dann mufs auch das Produkt 
beider Zahlen ein Quadrat sein. Dies Produkt ist alier 
3x* '{' Hx -{- 1. Setzen wir dasselbe gleich dem Quadrat Ober 
der Seite 1 — 2a;, so ergiebt sich 

• « — 7. 

Es sind also die Kuben 343 und 512, ihre Seiten 7 und 8. 
Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und setze die Seite des einen Kubus gleich 7ar, die 
des andern gleich 8^:. Dann ist die Differens der Seiten x^ 
die der Kuben löQx^n Es ist folglich 

169a:» — x, 

und daraus ^rgiebt sich 

1 

* "■ i 3 * 

T S 

Folglich werden die Seiten der Kuben ^ und r sein*^). 

♦) E« soll H H 

«^ — jr» — or — |f, 
also 
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la. J^ufgalM. Zwei Zahlen toh solcher Reachaffen- 
heit sn finden, dar« der KobuR der grSrseren, wenn 
er am die kleinere Zahl Termehri wird, gleich dem 
um die gröfeere Zahl vermehrten Kubuii der kleineren 
werde. 

AnflSeug. Es sei die eine Zahl 2x, die andere 8jp. Der 
Kobos der grofseren Zahl wirü, wenn man ihn nm die kleinere 

sein. Wird . , 

^ + *^ + y'-(^ + *yy 

gesetzt, so erhalt man leicht 

wo I; unbestimmt bleibt. 

Anmerknng von Fermat: 

„Ob sich aber twei Biquadrats bestimmen lassen, 
deren Differeas gleich der Different ihrer Seiten ist, 
diese Aafgabe Tersnohe man nach meiner Methode tu 
lOsen, die ohne Zweifel snm Ziel fahren wird. 

Man suche nBmlich xwei Biquadrate ron der Be- 
schaffenheit» dafs die Differenx der Seiten gleich 1, die 
Differons der Biquadrate selbst ein Kubus ist. Die erste 

IS 

Operation liefert fQr die Seiten — * ao ^nd • • Da aber 

die erste der beiden Zahlen das Zeichen — hat, so wieder- 
hole man die Operation nach meiner Methode und setse 

die erste^Seite gleich x — ^=; dann wird die tweite gleich 

or -f- • sein, und man wird eine neue Gleichung erhalteui 

welche durch wirkliche [ratioaale positire] Zahlen der 
Aufgabe genOgen wird.'^ 

Bach et stellt nun noch die Aufgabe: „Zwei Kuben xu finden, 
deren Differens zur DiflTerens der Seiten in einem gegebenen Ver* 
haltnisse steht Die Verbaltniszahl mnfs aber ein Quadrat oder 
der dritte Teil eines Quadrats sein.** Dasu bemerkt Format; 

^Die Determination ist nnrtchtigi weil nicht all- 
gemein. Es ist derselben noch htnsusnfagen, dafs die 
Verhaltnistahl auch das Produkt einer Qnadrattahl in 
Primzahlen von der Form 3fi-{- 1 oder in Produkte von 
'3 und Primtahlen dieser Form, wie 7, 13, 19, 37, n. s. w., 
Sl, Sil n« 8. w. -sein darf. Der Beweis und die LOsnng 
ergeben sieh ans meiner Methode." ^«^^ 



182 



IV. Bodi. 



I 

▼ermehrtf 27 x* + 2x\ der um di« grtfsere Zahl Termehrto 
Kubus der kleineren itt dagegen Sx* -^Sx. Km iak also 

8x» + 8« — ?7«» + 2ä, 

und wenn alles durch x dividiert wird, S0 «Mrh&lt man 

19x« — I, 

was keinen rationalen Wert fQr x liefert 19jp* ist aber ans 
der Diiiereni sweier Kuben entstanden, 1 aus der Differeni 
der Seiten derselben. Wir sind also su der Aufgabe geführt: 

Zwei Kuben von solcher Beschaffenheit sn finden, 
dufs die Differenz der Kuben und. die Differens ihrer 
Koiteu sich wie swei Quadratsuhleu su einander ver- 
halten. 

Diese Aufgabe ist aber Mchon [in IV, 12J gelost worden, 
und 08 hat sich für die Seiten der Kuben 7 und S ergeben. 

Jetxt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 

zurQck und setze die eine Zahl gleich Ix, die andere gleich 

8ar. Dann wird ' 

343a:» + 8rr — b\2x^ + 7x, 
und daraus folgt 



/ 



x — 



13 



7 S 

Die eine Zahl wird also - - , die andere ^. sein, und diese 
Werte genügen offenbar der Aufgabe*). 

14. Aufgabe. Zwei Zahlen von solcher Beschaffen* 
heit zu finden, dafs man eine Qnadratsahl 'erhilt, 
wenn jede von beiden, oder ihre Summe, oder ihre 
Differenz um 1 vermehrt wird. 

Auflösung. Wenn ich von irgend einer Quadrattahl 1 
Hubtrahiere, so werde ich die erste Zahl erhsiton. Ich bilde 
deumach das Quadrat eines um 1 vermehrten boliebigen Viel- 



*) Da au8 



sofort 



ar* + y — y* + ar 



ur' — .v* — • i- — if 



folgt, HO iHt «liege Aiifgalie mit der vorhergehenden ideutasch. 
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fachen vou x^ etwa cIam Quadrat tuu 3x -I* !• DasneMie wird 
Ojt' -{~ 6^ *l~ t *<)>", und indem ich davon i iubtrabiere, totzo 
ich die erste Zahl gleich 0x^-{'6x. 

Weiter ioU die Summe der beiden Zahlen, wenn iie um 
1 Termehri wird, ein Quadrat geben. Es ist aber auch die 
um 1 Termehrte «weite Zahl ein Quadrat. Dahet habe ich 
ein Quadrat su suchen, welches eine Quadratzahl bleibt, wenn 
es zu Djp* -I" 6^ addiert wird. 

Zu diesem Zwecke wähle ich zwei Zahlen, deren Produkt 

Ox* -t" 6^ i"^* B> "ci^ii ^>^> Ojt + 6 und x. Die Differenz 
beider Zahlen ist 9x + 6, die Hülfte der Differenz 4x + 3 
und das Quadrat dieses Ausdrucks 16x' -f" ^^^ "h 9* DavOn 
Hubtrahiere ich 1 und set7.e den Rest, d. i, 16x' -f" 2*^' H- 8, 
gleich der zweiten Zahl. Es ist aber die erste Zahl Os:'-f 6x, 
und jede dieser beiden Zahlen, ebenso wie ihre Summe, giebt^ 
wenn sie um 1 vermehrt wird, ein Quadrat. 

Jetzt erflbrigt noch, dafs auch die Differenz der Zahlen, 
wenn sie um 1 vermehrt wird, ein Quadrat gebe« Wenn man 
diese Differenz um 1 vermehrt, so erhalt man 

Ix' + 18x + 9. 

Setzen wir dies gleich dem Quadrat über der Seite 8 — 8«, 
so ergiebt sich ' 

x-r 18. 

Folglich wird die erste Zahl 3024, die zweite 6624 sein, und 
diese Werte genügen offenbar der Aufgabe*). 



*) Wir wollen Diophants Vorfahren allgemeiner betrachten; 
Er seUt I .« (mir + 1)* — 1 — m*x' + 2mx und II — /i* -- 1; 
dann giebt jeder der beiden Zahlen, wenn sie um 1 vergrftrsert 
wird, ein Quadrat« Damit nun die dritte Bedingung erfilllt, d. i. 
I -{- 'I + ^ "" *>i'^ + 2iNx -f p' ein Quadrat werde, beauttt er 
die IdsntiUt • 

zerl^ also ifiV-{- 2inx in swei Faktoren, etwa x und m^x-^iwi^ 
und settt p gleich der halben Differens dieser beiden FaktoreUi 

also p «• — = — 4P -f- m. 

I . z • ' , 

I Jstst ist nur noch' II — 1 *f 1» ^*o der Ausdruck 
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IB. ▲ofgalM. Drei Qundratsahlen ton solcher Be- 
•cbaffeDbeit zu finden, dafs die Samnie derselben 
gleich der äumme ihrer drei Differenien isL 

Aanflsang. Man soll die Differenz zwischen der gröfsten 
und mittleren, diejenige zwischen der« mittleren und kleinsten, 
endlich diejenige zwischen der gr&fsten und kleinsten Quadrat- 
xahl nehmen. Die Summe dieser drei Differenzen soll gleich 
der Summe der drei Zahlen sein. Die Summe dieser drei 
Differenzen ist aber das Doppelte der Differenz zwischen der 
grofsten und kleinsten Zahl. Das Doppelte der Differenz 
zwischen der grofsten und kleinsten Zahl ist also gleich der 
Summe der drei Zahlen. 

Es werde jetzt die kleinste Quadratzahl gleich 1 gesetzt, 

die grofste gleich u.' + ^^ + ^ i dann ist das Doppelte der 

Differenz zwischen der gröf«ten und kleinsten Zahl 2x* ^4x. 

Folglich itit die .Summe der drei Quadratzahlen 2x^ -^ -ix. 

Die Summe zweier deisolben ist aber ^r' -f* ^^ 4~ ^i somit 

bleibt für das mittlere Quadrat x* -{- ix --- 2. Dieser Aus* 

druck muftt gleich einem Quadrat sein. Derselbe sei gleich 

dem Quadrat über der Seite rr — 4; dann ergiebt sich 

9 
** — 6 ' 

196 191 

Es wird also das gr5f«te Quadrat -rr-, das mittlere - r-, daa 

kleinste 1 sein, und wenn alles mit 25 multipliziert wird, so 
ist das gröfste Quadrat 1U6, das mittlere 121, das kleinste 25^). 



« 

in ein Quadrat zu rerwandeln, und da das von x nnabhäagigo 
Glied eine Quadratzahl i^t, so hat dies keine Schwierigkeit 

*) Bind allgemein x\ if\ i? die gesuchten Quadrate und 
u: > y > r, too soll 

(^' — if*) + (i^* - '0 + (-^ — **) — ^ + y* + ^ 

oder 

x> — df? — y* 
s<iin« Setzen wir 
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, 16« Aufgabe. Drei Zahlen Ton der Beschaffvnheit 
SU finden, dafs man gegebene Zahlen erhalt, wenn 
man die Snmme je sweier mit der dritten Zahl multi- 
pliziert 

AuflÖBong. Es wird verlangt, dafa die Summe der ersten 
und zweiten Zahl, wenn sie mit der dritten multipliziert wird, 
35 gebe; die Summe der zweiten iind dritten Zahl soll, wenn 
sie mit der ersten multipliziert wird, 27 geben; endlich soll 
die Summe der ersten und dritten Zahl, wenn sie mit der 
zweiten multipliziert wird, 32 werden. 

Wir setzen die dritte Zahl gleich x\ dann mula die Summe 

der ersten und zweiten --; sein. Es sei nun die erste gleich 

» , die zweite also gleich — - , so bleiben noch zwei Forderungen 

z<i erf&llen, nämlich dafs die Summe der zweiten' und dritten 
Zahl, wenn sie mit der ersten multipliziert wird, 27 gebe, und 
dafs die mit. der zweiten Zahl multiplizierte Summe der dritten 
und ersten gleich 82 sei. 

Wenn man aber die Summe der zweiten und dritten Zahl 

mit der ersten multipliziert, so erhilt man 10-f"p-* £> 
ist also 

Wird die Summe der dritten und ersteh Zahl mit der swietten 
nraltipUsiert, wo ergiebi nch .25 + -i * B* i*t «Im 



so ergiebi sieh leicht 



tkx 



» + *• 
und 

wo k nnbesUmmt bleibjU Die gesuchten Zahlen ein«! alw 
Diophanb LSeoag entepricht den Werten Ik «■ 6, « ■■ 14. 
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£• i«t über auch 10 + -7- ■« 27. ond die Differem der rechten 
Seiten der Gleiehungen ist ö. Wenn also aueh 26 -f- --• und 

m 

10 ^1 — i- die Differenz S hRtten^ so wQrden beide Seiten der 

Gleichungen dieselbe Differenz haben. Nun rflhrt 26 fon der 
zweiteui 10 f on der ersten Zahl her^ Und die Differenz beider 
Zahlen soll 5 betragen. Die erste und zweite Zahl sbd aber 
nicht beliebig, sondern ihre Summe ui 35. Es kommt also 
darauf an, 35 in zwei Zahlen zu* teileUi 4eren Differenz 5 ini. 
Diese Zahlen sind 15 und 20. 

Daher setze ich die erste Zahl gleich , die zweite 
gh*ich- - • Dann wird • die Summe der zweiten und dritten, 

800 

wenn man sie mit der ersten multipliziert^ gleich 15 4'"i-f 
und das soll gleich 27 sein. Ferner ist die mit der zweiten 

300 

Zahl multiplizierte Summe der ersten und dritten 20 + ' t » 
und das soll gleich 32 aeiu. Aus 

folgt aber 

. !c —■ 5. 

Somit wird die erste Zahl 3^ die zweite 4, die dritte 6 sein*), 
*) Werden die Zahlen a-, y^ t genannt| so sind die Gleichungen 

(4^ + ^)^ — ^ 
(j- + i)j^ — c 

zu erfüllen. Au« der zweiten und dritten Gleichung folgt durch 

Subtraktion leicht 

b c 

Ferner iut nach der ersten Gleichung 

x + ym^ -> 

Somit bleibt m unbestimmt, und es ist 



/ 
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17. Aufgabe« Drei Zehlen «u findeii| deren Snmme 
eine Quadraizahl iit^ und welche die Eigenichaft 
haben, dah das Quadrat einer jeden^ wenn eii um die 
n&chaifolgende Zahl vermehrt wird, ebenfalls ein 
Quadrat giebt. 

AuflSsuiig. Wir setsen die mittlere Zahl gleich x mit 
einem beliebigen Koeffizienten, etwa gleich 4x. Da ich nun 
will, dafs da» Quadrat der ernten Zahl, wenn es um die sweite 
▼ermehrt wird, ein Quadrat gebe, so bin ich dazu gefDhrt, ein 
Quadrat zu suchen, welches eine Quadratzahl bleibt, wenn es 
um 4x vermehrt wird. 

Zu diesem Zwecke suche ich zwei Zahlen, deren Produkt 
4x ist. Es sind dies die Divisoren 2x und 2 von 4x. Wenn 
ich nun die halbe Differenz dieser Divisoren gleich der ersten 
Zahl setze, so wird diese x — 1 sein, und dann habe ich die 
Forderung erfOllt, dafs das um die zweite Zahl vermehrte 
Quadrat der ersten eine Quadratzahl sei 

Nun soll noch das Quadrat der zweiten Zahl, d. i. IBx*, 
bei Addition der dritten Zahl ein Quadrat geben. Wenn ich 
also von irgend einem Quadrat 16x* subtrahiere, so werde ich 
die dritte Zahl erhalten. Ich bilde das Quadrat über der 
Seite, welche 1 gröfser ist als die Seite von 16^6*, d« i. 4xp 
also das Quadrat Ober 4x •{- 1. Dieses Quadrat wird 

16a:« + 8x + 1 

betragen« Wenn ich hiervon 16x* subtrahiere, so bleibt die 
dritte Zahl abrig, nämlich 8x + 1. 

Weiter will ich, dafs die Summe der drei Zahlen ein 
Quadmt sei; diese Summe ist aber I3x. Das soll gleich einem 
Quadrat sein« Ich nehme als Wert desselben «' mit einer 
Quadratzahl als Koeffizienten, etwa IGOj;^« Dann ergiebt sich 

X •- 18««. 

Die erste Zahl wird also 13jp* — 1, die zweite 52s*, die dritte 
104x« -{- 1 betragen, und nun sind drei der gestellten Forde* 
rangen in allgemeinen AuadrScken erftlllL 

Jetzt erübrigt noch, dafs das Quadrat der dritten Zahl, 
d i« 10816«* + 208«" + 1, wenn ea um die erste Zahl, d. l 
18dp« — 1, vermehrt vrird, ein Quadrat gebe. Es soll tlso der 
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Ausdruck 10816x« + 221«* oder, wenn wir allea dureb :m^ 
difidieren, 10816;i;< -f 221 gleich einem Quadrat aein. Wir 
nehmen ala Seite dieaea Quadrata 104a; + 1 i^ Ana 

10 816«» + 221 - (104« + ly, 
folgt dann 

AA 

und aomit wird die erate Zahl ~^, die sWeite ^|^. die 

a704 



dritte '^^t^r ««»«*)• 



18« Anfgabe. Drei Zahlen au finden, deren Snmmo 
eine Quadrataahl iat, und welche die Eigenacbäfl 

*) Die allgemeine Darntellun}; du« von Dio|ihaBt eingeachlagenon 
Verfahrend ftthrt swar xu unlieqiiemen AusdrQcken, bietet aber 
keine Bchwierigkeit Fermat bemerkt hier: „Diese Aufgabe 
wird vielleicht eleganter auf folgende Weite gelOit: 
Man aetxo die erste Zahl gleich x und die^weite, damit 
sie mit dem Quadrate der ursten zusammen ein Quadrat 
bilde, gleich 2a; 4*1; die dritte Zahl setze man gleich 
der Summe eines Vielfacheu von x und einer bestimmten 
Zahl, die Jedoch der Bedingung genUgen, dafs die dritte 
Zahl mit dem Quadrate der zweiten zusammen ein Qua* 
drat gebe; es sei z. B. die dritte Zahl gleich 4x -f- ^* 
Auf diese Weise ist schon zwei Forderungen der Auf- 
gabe genttgt, und es erübrigt noch, dafs die Summe aller 
drei Zahlen ein Quadrat sei, und dafs ferner das Quadrat 
der dritten Zahl ein Quadrat bleibe, wenn man die erste 
Zahl dazu zahlt. Die Summe aller drei Zahlen ist 4-|- 7jr, 
das Quadrat der dritten Zahl und die erste- Zahl geben 
zusammen 9 -^ *^^^ "l* l^-^^ 1^8 entsteht also eine doppelte 
iUeiohung, deren Lösung mau sofort erhalt, wenn man 
die von x unabhängigen Glieder, welche Quadratzahlen 
sind, auf eine und dieselhe Quadratsahl reduziert. 

Auf dieselbe Weitte Ittfst sich die' Aufgabe sehr 
leicht auf vier oder beliebig viele Zahlen ausdehnen; 
man hat nur dafUr Sorge zu tragen, dafs die von x un« 
abhängigen Zahlen, welche man bei Bildung der Aus- 
drücke fUr die einzelnen Zahlen nimmt, zur Summe eine 
Quadratzahl habeu, und das macht gar keine Schwierig- 
keit.'* 
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« 

haben, dafs das Qnadrat einer jeden, wenn es um die 
nächstfolgende Zahl Tertuindert wird, ebenfalls ein. 
Qnadrat giebt 

Anflösnog. Ich setze wieder die mittlere Zahl gleich 4x. 
Da nun das Quadrat der ersten Zahl, wenn^ die sweite daron 
subtrahiert wird, ein Quadrat geben soll, so kommt es darauf 
an, ein Quadrat zu suchen, welches bei Subtraktion von 4x 
ein Quadrat als Rest giebt 

Zunächst suche ich zwei Zahlen, deren Produkt 4x ist. 
Es sind dies die DiTisoren 2x und 2. Nun nehme ich die 
U&lfte der Summe dieser beiden Zahlen und setze dieselbe, 
d. L ^ + 1 » gleich der ersten Zahl. Dann ist eine der ge- 
stellten Forderungen erfQllt. 

Weiter soll das Quadrat der zweiten Zahl, d.i. löjp*, wenn 
es um die dritte ZshI yermindert wird, ein Quadrat geben. 
Wenn wir also von \6x^ ein beliebiges Quadrat subtrahieren, 
so werden wir die dritte Zahl erhalten. Wir nehmen zu diesem 
Zwecke das Quadrat über der Seite Ax — 1. Dasselbe ist 
16x'-{~ i ^ ^^' Wenn wir dies von 16^6* subtrahieren, so 
bleibt fttr die dritte Zahl Sx — 1 fibrig, und jetzt ist eine 
zweite Forderung erfDllL 

Nun soll auch die Summe der drei Zahlen, d. L 18a;, ein 
Quadrat sein. Es sei 

18« — 169x«, 
so wird 

X — IS««. 

• 

Folglich wird die erste Zahl lix* + If di® zweite 62«*, die 
dritte 104^ — 1 sein, und damit sind drei Forderungen durch 
allgemeine AusdrQcke erfDlIt. 

Es erübrigt noch, dafs dsis Quadrat der dritten Zahl, wenn 
die erste davon subtrahiert wird, ein Quadrat gebe. Das nm 
die erste Zahl verringerte Quadrat der dritten ist 

10816aj* — 221ä*. 

Das soll gleich einem Quadrat sein« Wird alles durch c* 
dividiert, so erbllt man lOSldo^ — 221«. Setzen wir diesen 
Aosdruek gleich dem Quadrat Über der Seite 104««>-* 1, so 
•rbaltm wir 
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tu 

* "^ IAA 



AU« 

Folglich wird die enito Zahl -|ö¥iT» ^ «weite -j^^t dit 



MTeie^ eeui*). 



I0r Avliivbe, Zwei Zahlen ton der Beecheffenheit 
xtt findeii-, dafii der KubuM der ereien^ wenn er um die 
zweite Zahl lermehrt wird, einen Kubua, dagegen 
daa Quadrat der aweiten Zahl« wenn e« um die ernte 
teruiehrt wird, ein Quadrat gebe« 

Anflfiaiuig, 8etK«*n wir die erate Zahl gleich Xf ao niufn 
die aweite gleich der Differenz seiui die entutehti wenn nian 
x^ von irgend einer Kubikzalili etwa 8, subtrahiert, also gleich 
8 — x'; denn dann wird der Kubun der ersten Zahl ein Kubus 
bleiben, wenn man ihn um die aweite Zahl vermehrt. 

Es erübrigt noch, dafs das Quadrat der zweiten Zahl» 
wenn es um die erste vermehrt wird, ein Quadrat gebe. Das 
um die erste Zahl vermehrte Quadrat der zweiten ist aber 
^ + ^ "t" ^ — I6x^. Dies setzen wir gleich dem Quadrat 
ttber der Seite x^ + S, d. L gleich x^ + I62;* + Ü4. Indem 
wir nun [in der üleichung 

a;« + a; + 64 - 16ar» — !;• + 16a;» + 64] 

die abzuziehende Grofse beiderseits addieren und dann tileiches 
von Gleichem subtrahieren, so bleibt 

32a:» — x 

oder, wenn alles durch x dividiert wird, 

32a;* « 1. 

Nun ist 1 eine Quadratzahl; wenn also auch 32ap» ein Quadrat 
wäre, so w&re die üleichung gelöst. 

32a;» ist aber aus 2mal 16«» entstanden und 16a^ aoa 
2mal 8a;», d. h. aus 2mal 8; daher ist 32a;» aus 4mal 8 ent- 

*) Aiunerkuog von Feruat: „Durch das in der vorher* 
((eheuden Aufgabe augewandte Schlufsverfahren läfst 
sich auch diese Aufgabe lösen und auf beliebig viele 
Zahlen ausdehnen/* 
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Kianden. Er koratnt also darnnf nn^ einen Kobus sn suchen, 
dessen Vierfachen ein Quadrat iah 

Efl aei ^ der gesuchte Kubus. Das Vierfache desselben, 
d. i 4s^f soll ein Quadrat geben, etwa IOjp*. Dann ergiebt sich 

Der Kubus wird also 64 sein. 

Ich setse daher die sweiie Zahl gleich 64 — xK Dann 
ist noch EU bewirken, dafs das Quadrat der sweiten Zahl, wenn 
es um die erste Termehrt wird, ein Quadrat gebe. Das um 
die erste Zahl termehrte Quailrat der xweiten ist aber 

das setsen wir gleich dem Quadrat Ober der Seite sr* -f" ^> 
also gleich g^ + 40iM) -f 128«*. Dann bleibt 

266^ — X, 
und daraus ergiebt sich 

Folglich wird die erste Zahl r^, die sweite - ^^g^- sein*). 



90. Avlii^be. Drei Zahlen in allgemeinen Aus» 
drQcken an finden, die so beschaffen aind, dafa daa 
um i termehrte Produkt je aweier derselben ein 
Quadrat sei. 

AnflüiBag. Ich will, dafs das Produkt der ersten nnd 

*) Wird die erste Zahl mit x beseichoet, so'mufs die tweits 
a' -— c* sein, und es ist nur noch die Bedingung so erltlllen, dafs 
(n* — «*/ -f- « sin Quadrat gebe. Diophaut setst 

und erhUt 

4iiV—«, 
also 

^1 t 

Sollen sieh daher rationale Werts ergeben, so muft « eine Quadrat- 
sahl sein. Fttr o «i* 4 wird t. B. ar ^ ts • 
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iweiteB .Zahl| wenn i ditsu addiert wird, ein Quadrat werde. 
Wenn ich also 1 ¥on irgend einem^ Quadrat eubirabierei so 
werde ich daa Produkt aus der ersten und aweiten Zahl er* 
halten. leh bilde nfin das Quadrat über der Summe von. 1 
und X mit einem beliebigen KoefBsienten/ etwa das Quadrat 
Aber 1 -f* ^•' Dasselbe wird a'' -f- 2a: + 1 sein. Subtrahiere 
ich davon 1, so bleibt x^ -f* ^^> ^^^ ^^^ ^^^^ ^^ Produkt 
aus der ersten und sweiteu Zahl sein. ^ » ^ 

Es sei die zweite Zahl x^ die erste also X'\-2. 

Weiter soll auch das Pxodukt aus der «weiten und dritten 
Zahl bei Addition tou 1 ein Quadrat werden. Wenn ich aUo 
wieder von irgend einem Quadrat 1 subtrahiere, so werde ich 
das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl erhalten. 

Es werde das Quadrat Qber So; + 1 gebildet. Dasselbe 
wird 9«* -f- 6:r -f- 1 betragen, und wenn dsT^n I subtrahiert 
wird, so bleibt Oir' -^ ^^^- ^^ ^uTs also das Produkt aus der 
zweiten und dritten Zahl glinch Ooi;* -^ ^' ^^'^^t ^^^^ ^^ ^^^ 
zweite Zahl gleich x ist, so wird die dritte i)a* -|- ti sein 
mdssou. 

Ferner soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 
dritten Zohl ein Quadrat geben. Dasselbe ist üi;*-f'24dp-f- IS, 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat sein. 

Nun ist der Koeffizient von a? eine Quadratzahl; wenn 
dah<^r auch das von x unabhüngige Glied eine Quadratzahl 
und das doppelte Produkt der Seiten des Koeffizienten von x* 
und des von x unabhüngigen (iliedes gleich dem Koeffizienten 
von x wiire, so hätten wir den drei Forderungen durch all- 
gemeine Ausdrücke genügt. 

Die Zahl 13 ist dadurch entMtanden, dafs man 2 mit U 
multipliziert und das Produkt um I vermehrt hat. Weiter 
ist 2 entstanden, indem man x mit. 1 multipliziert uiid das 
Produkt verdoppelt' hat; ebenso hat man i\ erhalten durch 
Yerdoppeluug des Produkts von fix und 1. 

Ich will nun, dafs da» Doppelte eines Koeffizienten von x, 
wenn man dasselbe mit dem Doppelten eines anderen Koef- 
fizienten von x multipliziert und das Pi:odukt um 1 vermehrt, 
ein Quadrat gebe. Wenn man aber das Doppelte eines Koef- 
fizienten mit dem Doppelten eines anderen Koeffizienten multi- 
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plixicrl, HO erliilH uian das ViVrfnchn ien ProfloVts dioarr 
KoeflHzientcti. En «oll alao rfmi am 1 Tcrmohrlo Vierfacho 
Aen VroAnVU Anr Korfflyjciiien f?tiie Quadraixalil soiit. 

Nun gicbt aher das Vierfache den Prodiikltt twrier gaiis 
beliebigen Zahlen, wenn e« um dai Quadrat der Differena 
derselben Tcrmelirt wird, .ein Quadrat Wenn wir aho daii 
Quadrat der Differena gleich 1 annehmen , so bildet das um 
1 termehrte Vierfache der Zahlen ein Quadrat Wenn aber 
das Quadrat der Differenz 1 ist, so mufs auch die Differena 
selbst 1 sein. Wir mQssen daher die Quadrate von Zahlen 
bilden, bei denen die Koeffizienten von i: um 1 verschieden sind, 
also etwa das Quadrat von x -{- l und dasjenige von 2x -f- 1. 

Das Quadrat von x + ^ ^^^ x' -f" ^^ + 1 ^^^' ^fird 
davon 1 subtrahiert, so bleibt x^ + 2x. Es mufs also das 
Produkt aus der ersten und zweiten Zahl x^ -{- 2x sein. Wird 
die zweite Zahl gleich x gesetzt, so bleibt für die erste a; + 2. 

Weiter ist das Quadrat yon 2jr -f 1 gleich 4x^ + 4jr + 1- 
Wird auch davon 1 subtrahiert, so bleibt Aa? + 4x, Es mufs 
also das Produkt mm der zweiten und dritten Zahl 4 a;' -{~ ^^ 
sein, und da die zweite gleich x ist, so wird die dritte AX'^A 
aein mOssen. 

Auf diese Weise ist der Forderung, dafs das um 1 ver- 
mehrte Produkt je zweier der drei Zahlen ein Quadrat sei', 
durch allgemeine Ausdrücke, in denen der Unbekannten jeder 
beliebige Wert beigelegt werden kann, genügt Denn eine 
Aufgabe unbestimmt oder in atigemeinen Ausdrücken lösen, 
heilst (ttr die gesuchten Zahlen Ausdrücke ermitteln, welche 
der Aufgäbe genügen, welchen Wert man auch (ttr die Un« 
bekannte in diese Ausdrücke einsetzen mag*). 

• « ^ 

*) Wird allgemein I — <i>dp + 2a, II — jp, Hl — t*jr + %h 
gesetst, so ist nur noch 

(a"«4-««)(5«4; + 8fc) + l ^ 
aa einem Quadrat tu machen, 8ettt man sn diesem Kweeke 

(a*« -f 9a) {9x -f 9») 4- 1 -« («»i^ + »)% 
wo aueh k unbestimmt Meibt, so ergiebt sieh 

•^-laiC + k-T)» 
also • 
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iweiten ,Zahl| wenn i dum addiert wird, ein Qnadriit werde. 
Wenn ich also 1 ¥on irgend einem Quadrat eubirabierei so 
werde ieli dae Produkt aui der ersten und «weiten Zahl er- 
halten. Ich bilde nfin das Quadrat über der Summe von. 1 
und X mit einem beliebigen KoefBsienten/ etwa das Quadrat 
aber 1 + ^-^ Dasselbe wird x^ + 2a; + 1 <>ein. Subtrahiere 
ich davon 1, so bleibt a;^ -f* ^^p ^^^ ^^^ ^^^^ ^^ Produkt 
aus der ersten und Eweiteu Zahl sein. ^ » ^ 

Es sei die .aeweite Zahl x^ die erste also o? -f- ^* 

Weiter soll auch das Produkt aus der «weiten und dritten 
Zahl bei Addition von 1 ein Quadrat werden. Wenn ich abo 
wieder von irgend einem Qliadrat 1 subtrahiere, so werde ich 
das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl erhalten. 

Es werde das Quadrat Ober So; + 1 gebildet. Dasselbe 
wird 9x* -^ Qx -^ \ betragen, und wenn dav^n 1 subtrahiert 
wird, so bleibt 9x^ -^ i)x. Es mufs also das Produkt aus der 
zweiten uud dritten Zahl g|i*ieh 9x^ -^ 6x sein, uud da die 
tweite Zahl gleich x ist, so wird die dritte 9 a* -|- ti sein 
mClsson. 

Ferner soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 
dritten Zohl ein Quadrat grbeii. Dasselbe ist 9x*'^24x'^ 13, 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat sein. 

Nun ist der Koeffizient von x' eine Quadratzahl; wenn 
dahi'r auch das von x unabhängige Ülied eine Quadratzahl 
und das doppelte Produkt der Seiten des Koeffizienten von x* 
und des von x unabhängigen Gliedes gleich dem Koeffizienten 
von X wäre, so hätten wir den drei Forderungen durch all- 
gemeine Ausdrücke genügt. 

Die Zahl 13 ist dadurch entstanden, dafs mau 2 mit U 
multipliziert und das Produkt um I vermehrt hat. Weiter 
ist 2 entstunden, iudom man x mit. 1 multipliziert uiid das 
Produkt verdoppelt^ hat; ebenso hat man ii erhalten durch 
Yerdoppeluug des Produkts von fix und 1. 

Ich will nun, dafs das Doppelte eines Koeffizienten von x, 
wenn man dasselbe mit dem Doppelten eines anderen Koef- 
fizienten von x multipliziert und das Produkt um i vermehrt, 
ein Quadrat gebe. Wenn man aber das Doppelte eines Koef- 
fizienten mit dem Doppelten eines anderen Koeffizienten multi* 
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[disicrt, w crliiUt luftn «lai Vi^rrnchn dci ProilnVti ilioior 
KoefHEi«nt<>n. Eh not) itw diu n« I Tcrmrhriff VierfKrti« 
de« IVoduklü i\n KcH>fH7iciilcn eine Qiivlrtlxaltl MHn. 

Nim gicbt kWr dai Vierfkpli« de« PnHliiktN Kw^i#r gatis 
belwl>i|{en Kihirn, wenn eii am dM Qutdnt der Uifferenit 
denelben vermelirt wird, , ein Quadrat, Wenn wir rImo d» 
Quadrat d«>r DiiTereDB gleich 1 annehmen, eo bitdf't daa um . 
1 rermehrte Vierrach'e der Zahlen ein Quadrat Wenn aber 
da« Quadrat der Differenz I int, ao mufii auch die Differenz 
selbst t sein. Wir mQssen daher die Quadrate von Zahlen 
bilden, bei denen dia Koetfiiienten von x um 1 Terschieden lind, 
atao etwa das Quadrat von x + \ und dasjenige von 2« -{- 1. 

Das Quadrat von x -{- 1 wird x* -f- 2« -|- 1 sein. Wird 
davon 1 subtrahiert, so bleibt n? + 2x. Es rnnh also das 
Produkt ans der ersten und «weiten Zahl x* ^- 2x sein. Wird 
die zweite Zaht girich x gesetzt, so bleibt fUr die erste x-^2. 

Weiter ist das Quadrat von 22-4-1 gleich 4x* -{• ix -{■ ^• 
Wird auch davon 1 subtrahiert, so bleibt 4x* -t" ^'- ^* mufs 
also das IVodukt au* der zweiten und dritten Zahl 4a:* -{- 4« 
sein, und da die zweit« gleich a: ist, so wird die dritte 42 + 4 



Auf diese Weise ist der Forderung, dafs das um 1 ver- 
^ mehrte Produkt je aweier der drei Zahlen ein Quadrat nü, 
durch allgemeine AusdrOcke, in denen der Unbekannten jeder . 
beliebige Wert beigelegt werden kann, genOgt Denn eine 
An^be unbestimmt oder in allgemeinen Ansdrflcken ISaen, 
heitst für die gesuclitpii Zahlen AusdrOcke ermitteln, welche 
der Aufgabe genflgon, welchen Wert mau auch für die Un- 
bekannte in diese Ausdrtlcke eineetzen mag*). 

•) Wird sDgemein I — nV + Ha, 11 — x, III — ft»T + 9» 
gesetxt, so ist nur noch 

(a":r + S»)(6'r+a6)+l 
to einftm Qntulrnt tu mih|L BoU^lg^^illMein Zweohi 

-41 -, 
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sweiteii .Zabl| wenn i düsu addiert wird, ein Quadrat werde. 
Wenn ieh also 1 ¥on irgend einem Quadrat eubtrabiere, lo 
werde ich dae Produkt aui der ersten und «weiten Zahl er* 
balten. Ich bilde nfin das Quadrat Qber der Summe ¥on. 1 
und X mit einem beliebigen KoefBsienten/ etwa das Quadrat 
Aber 1 -f" ^•' Daseelbe wird a*' -f- 2a; -f- 1 ^^i^- Subtrahiere 
ich davon 1^ ao bleibt a;^ -|- 2Xp und das wird das Produkt 
aus der ersten und Eweiten Zahl sein. ^ » ^ 

Es sei die aeweite Zahl x, die erste also o? -f- ^* 

Weiter soll auch das Produkt aus der «weiten und dritten 
Zahl bei Addition von 1 ein Quadrat werden. Wenn ich also 
wieder von irgend einem Quadrat 1 subtrahiere, so werde ich 
das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl erhalten. 

Es werde das Quadrat Ober So; + ^ gebildet. Dasselbe 
wird 9x* -^ ßx + l betragen, und wenn dsT^n 1 subtrahiert 
wird, so bleibt 9x^ ^ i)x. Es mufs also das Produkt aus der 
zweiten und dritten Zahl glineli i^x^ + ^^ ^^'^^f ^'^^ ^^ ^^^ 
tweite Zahl gleich x ist, so wird die dritte \ix -j- ü sein 
mClsson. 

Ferner soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 

■ 

dritten Zohl ein Quadrat geben. Dasselbe ist Ux' -f 24dP -l* i3i 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat sein. 

Nun ist der Koeffizient von x' eine Quadratzahl; wenn 
dahf'r auch das von x unabhüugige Glied eine Quadratzahl 
und das doppelte Produkt der Seiten des Koeffizienten von or* 
und des von x unabhängigen Gliedes gleich dem Koeffizienten 
von X wiire, so hätten wir den drei Forderungen durch all- 
gemeine AusdrQcke genügt. 

Die Zahl 13 ist dadurch entstanden , dafs man 2 mit U 
multipliziert und das Produkt um I vermehrt hat. Weiter 
ist 2 entstunden, indem man x mit. 1 multipliziert uiid das 
Produkt verdoppelt' hat; ebenso bat man erhalten durcb 
Verdoppelung des Produkts von So: und 1. 

Ich will nun, dafs das Doppelte eines Koeffizienten von x, 
wenn man dasselbe mit dem Doppelten eines anderen KoeF* 
fizienten von x multipliziert und das Pi:odukt um 1 vermehrt, 
ein Quadrat gebe. Wenn man aber das Doppelte eines Koef- 
fizienten mit dem Doppelten eines anderen Koeffizienten multi* 
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plistcrly MO erliillt man das ViVrfncho ie» ProfloVts diearr 
KoefHzientfin. En «oll alio rfmi am 1 Tcrmohrto Vierfacho 
flca Produkt der KorfHy.ictiioti f?tne Qiiadraixalil ioiti. 

Nim gicbt al»er duii VierfaHie den ProdiikU awi^ii^r gaiis 
beliebigen Zahlen , wenn e« nm dai Quadrat der Differena 
derselben vermelirt wird, .ein Quadrat Wenn wir aho dan 
Quadrat der Differena gleich 1 annehmen, so bildet das um 
1 termehrte Vierfache der Zahlen ein Quadrat Wenn aber 
das. Quadrat der Differenz 1 ist, so mufs auch die Differenz 
selbst 1 sein. Wir müssen daher die Quadrate Ton Zahlen 
bilden, bei denen die Koeffizienten von x um 1 terschieden sind, 
also etwa das Quadrat von x -f-, 1 ^^^ dasjenige von 2d; -f- 1. 

Das Quadrat von x + l wird x' -f- 2x -f 1 s®>>^* Wird 
davon 1 subtrahiert, so bleibt x' + 2x. Es mufs also das 
Produkt aus der ersten und zweiten Zahl o;' -{~ 2x sein. Wird 
die zweite Zahl gleich x gesetzt, so bleibt für die erste x-f- 2. 

Weiter ist das Quadrat von 2jr 4* 1 gleich 4a;' -f ^^ + l* 
Wird auch davon 1 subtrahiert, so bleibt Aa? -^^ 4x. Es mufs 
also das Produkt au« der zweiten und dritten Zahl 4 a;' -f- 4« 
sein, und da die zweite gleich x ist, so wird die dritte 4j;-t'^ 
sein mOssen. 

Auf diese Weise ist der Forderung, dafs das um 1 rer- 
mehrte Produkt je zweier der drei Zshien ein Quadrat sei', 
durch allgemeine AusdrQcke, in denen der Unbekannten jeder 
beliebige Wert beigelegt werden kann, genügt Denn eine 
Aufgabe unbestimmt oder in allgemeinen Ansdrficken lösen, 
heilst (ttr die gesuchten Zahlen Ausdrflcke ermitteln, welche 
de^ Aufgäbe genügen, welchen Wert man auch (ttr die Un« 
bekannte in diese Ausdrücke einsetzen mag*). 

*) Wird angenein I — <i'« + 2«, 11 — «, ni — kV + ift 
gesetst, so ist nur noch 

(a"« + 8«)(fc>4; + 8fc) + l . 

ZQ einem Quadrat tu machen, 8ettt man sn diesem Kweeke 

(n'tf -f 2a) {9x + 2») + 1 — {^hB + »)% 

wo aaeh h unbestimmt bleibt, so ergiebt sieh 

•^-iaiC + k-T)» 
also • 
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iw«it«n .Zahl, wadd 1 dm »ädUrt wird, ein Quadrat werde. 
Wenn ioh aleo 1 YOn irgend eioam Quadrat lublrahicre, to 
werde ieh daa Produkt ana der eraten und iweiteo Zahl er- 
halten, loh bilde n^m daa Quadrat Ober der Summe yod. 1 
und X mit einem beliebigen Koeffisienten, etwa d» Quadrat 
nber 1 -f «•' Daiaelbe wird x* -{■ Sx + l sein. Subtrahiera 
icb daTOD 1, ao bleibt a* + 3«, and dua wird d«e Produkt 
auB der enten und aweiteu ÜabI sein. ^ . -' 

Es aei die .itweite Zaltl x, die er«te alao x-^i. 

Weiter soll auch das Hrodukt aua der aweiten und dritten 
SCuhl bei Addition ron 1 ein Quadrat werden. Wenn ich al^o 
wieder vuii irgend einem Quadrat 1 subtrahiere, >o werde ich 
das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl erhalten. 

Es werde das Quadrat aber 3x -(- 1 gebildet. Daaselbe 
wird 9«* -(- Cjt -{- 1 betntgt-ii, und wenn darftn I lubtrabiert 
wird, so bleibt 9x* •}- liz. Eh uuTs also das Produkt aus der 
«weiten und dritten Zahl gli-ich itx* + 6x sein, und da di« 
■weite Zahl gleich x ist, so wird die dritte llx -(~ ^ "^''i 
utlssoii. 

Kerner soll das um 1 veriuehrte Produkt der ersten und 
dritten Zahl ein Quadrat g.'bi'ii. Dasselbe ist 1(x'+24x4- 13, 
und dieser Ausdruck soll gleich einem Quadrat bpIu. 

Nun ist der Koeftizieut von x* ein« Quadratzahl; wenn 
daher auch das von x unabhängige lilied eine Quadrataahl 
and das doppelte l'rodukt der Seiten dea KoefKzienten tod x* 
und des von x uuabh&ngigeu filiedes gleich dem Kucffisiente» 
von X wUre, so hätten wir tien drei Forderungen durch all- 
gemeine Ausdrücke geuQgt. 

Die Zahl 13 ist dadurch eutiilunden, dafa man 2 mit U 
multipliziert und das l'rodukt um I vermehrt hut. Weiter 
ist ä entstunden, indem man x mit 1 multipliziert und das 
Produkt verdoppelt' Imt; ebenso hat man ti erhalten durch 
Verdoppuhiug des Produkts von 3j: und 1. 

Ich will imu, dafs ilan Doppelte eines Koeffizienten tob«, 
Wi-iiii iiiiiii ilaKaülbt! mit ilfiu Uujijiclteu eiues amlercu I 
lizieiitpu von x multipliiiert und ilan l'ruilukt um t vermebrl,' 
ein Quadrat gebr. Wenu iiiuii ubei' ilaa Uoppt'lte fiues KueT- i 
fizieiitcii mit deui Duppclteii eiiifn uuiliren Koeftizieuten I 
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pliniort, NO erliilH iiinii liuii Virrfaclic (Ipr ProilnVti ilienor 
Koi>mziciit<>ii, Ek na]\ ntno Ann um 1 Tprmnhrto Vierfiwlio 
«Il'ii l'roiliikt.i <1or Küpfllficitlon rinn QiitilrKlxalil if<in. 

Nun gifbt nlx'r iliia Vierfarlip den l'nMliiklx K*rpii>r ^aiiK 
bolifliit{<>n /■hlcii, wenn t» um <1aa QutilrKt dfr Uiflcrenn 
(lenclben vrrmelirt wird, ein Quadrat. \V>nn wir n\»n dan 
Quadrat der PilT'Tenz gleich 1 aniiobmcn, no bildet dan um 
1 vermehrte Vierfncbe der Zahlen ein Quadrat Wenn aber 
daa Quadrat der DifTcreni t int, so mufN auch die Differeiix 
selbit I nein. Wir milden daher die Qundrate Ton Zahlen 
bilden, bei denen die Koeffizienten Ton x um I Tcritchieden sind, 
sUo etwa daa Quadrat von .r -|- 1 und dasjenige von 2x -|- ], 

Das Quadrat von x 4~ ' ^"^ x* ■{- 2z -^ \ sein. Wird 
davon I subtrahiert, so bleibt x' ■{- 2x, Es mnfs also das 
Produkt aus der ernten und zweiten Zahl .r* -f- 2x sein. Wird 
die zweite Zahl gleich x gesetzt, no bleibt IHr die erste x + 2. 

Weiter int das Quadrat von Sx + 1 gleich 4x* + 4x -\- \. 
Wird ouch davon I inhtrnhicrt, so bleibt 4x' -f 4'- ^^ ■""'"i' 
also das Produkt aii< der zweiten nnd dritten Zahl 4x* 4~ ^' 
sein, und da die zweite gleich x int, so wird die dritte 4x4'^ 
sein mflssen. 

Auf diese Weise ist der Forderung, doTi das um 1 ver- 
_^ mehrt« Produkt je zweier der drei Zahlen ein Quadrat sei', 
durch allgemeine AusdrOcke, in denen der Unbekannten jeder 
beliebige Wert beigelegt werden kann, genügt Denn eine 
Aufgabe nnbestimmt oder in allgemeinen AuadrOcken lösen, 
heifst für die gesuchten Zahlen Ausdrucke ermitteln, welche 
der Aufgabe genOgen, welchen Wert man auch tut die Un- 
bekannte in diese Ausdrücke einsetzen mag*). 

•) Wird allgemein I — n*z+3<i, U—x, ni — bV + Sfr 

gesetst, so ist nur noch 

(aV 4- 3a) {b*x + 26) + l . 
■n einem Qnadrnt tu machen. Setit man tu diesem Zweeka 

(«■j + 2o) (b*x '+ at) + l — (abr + *)», 
wo auch k nnbestimmt h^ibt, so ergiebt sloh 
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91. AuflBAtM, Vier Zahlen fön der Betcbaffenheit 
tu finden, dafe dat Produkt je iweier derselben, wenn 
es um 1 Termehrt wird, ein Quadrat gebe, 

Anflfleug, Ich will sunüchst, dafs das um 1 Termehrte 
Produkt der ersten und sweiten Zahl ein Quadrat sei. Wenn 
ich also Ton irgend einem Quadrat 1 »ubtrahiere, so werde 
ich das Produkt der ersten und sweiten Zahl erhalten. Ich 
bilde nun das Quadrat Qber rr -j~ 1* Dieses Quadrat ist 

und wenn ich davon 1 subtrahiere, so bleibt jt* -f- 2x als 
Produkt der ersten und «weiten Zahl. Es sei nun die erste 
Zahl X, Bo wird die /«weite sc -{- 2 sein. 

Weiter soll das um 1 vermehrte Produkt der ersten und 
dritten Zahl ein Quadrat sein. Ich bilde nun das Quadrat 



*— iHa + b^k) • " — «a6(a + 6 — i)» 

Ifl iH*' + 4a«-4at— I) 
"*~ taia + b-k) ' 

Fermat bemerkt: 

„Es sei die Aufgabe gestellt, drei Zahlen von der 
Beschaffenheit tu finden, dafs das um 1 vermehrte Pro« 
dukt je zweier derselben ein Quadrat bilde, daCs aber 
auch jede der drei Zahlen »elbst ein Quadrat werde, 
wenn man sie um 1 vorgrCftiert. 

Wir Ittsen sunttohst die vorliegende Aufgabe Diophants 
in der Weise, dafs das von w unabhängige Olied in dem 
Ausdrucke für die erste Zahl und ebenso dasjenige in 
dem Ausdrucke fttr die dritte Zahl ein Quadrat wird, 
wenn man 1 dazu ztthlt.. £s seien z« B. die. allgemeinen 
Aü.idrUcke fUr .die gesuchten Zahlen 

169 , 13 7226 , 85 



6184 "^ • 36 ' ' 6184 • 36 

SO leuchtet ein, dafs diese unbestimmte Lfisnng den 
ersten Forderungen der neuen Aufgabe genügt 

Jetzt erübrigt noch, dafs jede einzelne dieser Zahlen 
ein Quadrat wird, wenn man sie um I vermehrt. Es ent- 
steht also eine dreifache Gleichung, die jedoch leicht 
nach meiner Methode gelßst wird, da das von ar nnab* 
httngige Glied in jedem der drei Ausdrücke durch Addi- 
tion von I ein Quadrat wird/' 
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Ober 2je -f* 1 » d& ^^^^ 'l^vn in der vorlipr^elH*ti<Ieti Auf^alio 
Geseigten der Koeriizicnt von ar um 1 gruber sein niuriK, nnfti 
subtrahiere von dem Quadrat 1. Den Rest 4V -f- 4^ setse 
ich gleich dem Produkt der ersten und dritten Zahl. Da nun 
die erste Zahl x ist, so rauh die dritte 4x -f- ^ "^''i* 

Ferner soll das um 1 vermehrte Produkt der ersfen und 
vierten Zahl ein Quadrat sein. Ich bilde mm, da der Koef- 
fizient von X wieder um 1 grofser sein, mufs^ das Quadrat 
über 3x -f- 1 und subtrahiere i von diesem Quadrat. Der Rest 
Oj:* -f" ^^ ^i^ ^M Produkt der ersten und vierten Zahl aeini 
und da die erste x ist. so mufs die vierte 9x.-f- ^ Min* 

Nun triiR es schon zu, dafs das Produkt [der ivreiten 
und dritten Zahl und ebenso das Produkt] der dritten und 
vierten Zahl, vrenn es um 1 vermehrt wird, ein Quadrat gtebit 

Wenn man aber die sweite Zahl mit der vierten multi- 
plisiert und aam Produkt 1 addier^ so erhilt man 

9x^ + 24x+W. 

Das soll gleich einem Quadrat sein, etwa gleich dem Quadrat 
Ober 3x — 4. Dann ergiebi sich 

I 

ff *■ - ' • 

Somit wird die erste Zahl .- , die sweite , die dritte ^ , 



die vierte • sein^). 



* A\ 

16 



*) Wenn eine Zahl gleich aV -f 3(t, eine sweite gleich 
(a+ l)*x-f 2(a+ 1) ist, 80 wird das Produkt beider bei 
Addition von 1 ein Quadrat, nämlich [a{a 4* l)x 4* (3<t -f* l)i* 
^beo. Deshalb setit Diophant 

I mmx, 11 — a^x + 2«, m — (« + !)•« + i(n + I) , 

IV — (fl + 2)»« + 2(fl + 2). 

Dann sind schon 6 Bedingnngen der Aufgabe erfüllt , und es ist 
nur noch II . lY -f* 1 oder 

[fl(a + 2)*]» + 4fl(o* -f 3(1 + 2)jc + Aa{a + 2) + 1 

zu einem Quadrat zu machen; d* «* eine Qnadrataahl zum Koef- 
fizienten hat, so macht dies keine Schwierigkeit. 

Fermat bemerkt: ^^Man ermittle drei beliebige tSahlen 

01otliait,Arltlia»Uk. 10 
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tl» AmitßJb^* Drei proportional« Zahlen von der 
Beeeliaffenlieit sa finden, dafe die Differens je iweier 
ein Qnadrai aeL 

AlfUtoang. Wir eetien die kleinste Zahl gleich x, die 
mittlere gleich x -^ 4, damit die Differens beider rin Qoadrat 
eei. Ferner eetxen wir d^ dritte Zahl gleich x + ISt daniH 
dieeelbe am ein Quadrat grSrser sei als die mittlere ZahL 

Weiin nun auch die Dillerenz zwischen der gruTsten und 
der kleinsten Zahl ein Quadrat wure,«sb wäre der Forderung^ 
dafs je zwei der Zahlen eine Quadratzal\l sur Differenz haben 
sollen, durch allgemeine Ausdrficke genflgi Die gr51sie Zahl 
ist aber um 13 grDrser als die kleinste, und 13 ist die Summe 
der Quadratzahlen 4 und 9. Es kommt also darauf an, zwei 
Quadratzahlen zu suchen, deren Summe ein Quadrat ist. Das 
geschieht aber leicht vermittels der Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks. Die Quadrate diet^er Seiten sind 9 und 16. 

Ich setze daher die kleinste ZalU gleich x, die mittlere 
gleich X + 9, die dritte gleich x -f* 25, Danu haben je zwei 
der Zahlen ein Quadrat zur Difierenz. 

Es erübrigt noch, dafs die Zahlen proportional seien. 
Wenn aber drei Zahlen proportional sind, so ist das Produkt 
der beiden auHiercu Zahlen gleich dem Quadrat der mittleren. 
Das Produkt der grör^ten und kleinsten, d. i. der beiden 
üufsereu Zahlen, ist aber u:'* -^ 2öx, und das Quadrat der 
mittleren Zahl ist '/^ -f* 1^^' + ^1- SeUi man diesen letzteren 

Ausdruck gleich x^ -f- 25x, so erhalt man rr -?» . * 

von der lieBcbaffenheit, dafs das Produkt je iweier der- 
selben bei Addition von 1 eine Quadratsabi wird. Diese 
Zahlen seien s. B. 3, 1, 8. Die vierte Zahl mufs dann der 
Hedingung genügen, dafs ihr Produkt in jede einselne 
der bereits gefundenen Zahlen ein Quadrat wird, wenn 
man es um 1 vermehrt. Wird die su ermittelnde vierte 
Zahl gleich x gesetzt, so mufs jeder der drei Ausdrficke 
3.1* -{- 1, o; 4" 1| ^^ + 1 zu einem Quadrat gemacht werden; 
es entsteht also eine dreifache Gleichung, die nach der 
von mir erfundenen Methoil« gelüsi wird« Man sehe die 
Anmerkung sur 24. Aufgabe des 6. Dnehes.'^ 
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Die erste Zahl wird also . , die «weite -« , die dritte 



^ sein*). 



23. Aufgabe. Drei Zahlen asu finden^ deren Produkt 
ein Quadrat ßiebt, wenn es um jede der drei Zahlen 
▼efmchrt wird. 

Auflfiiiing. Wir setzen das Produkt der drei Zahlen gleich 
«' -f 2i*, und damit dassellie bei Addition der ersten Zahl 
ein Quadrat werde, nehmen wir die eirRto Zahl gleich 1 an. 
Nun soll das Produkt der drei Zahlen, auch wenn die swciti» 
dazu addiert wird, ein Quadrat geben. Wenn ich also Ton 
irgend einem Quadrat x- -(- 2a: subtrahiere, so werde ich die 
zweite Zahl erhalten. 

Ich bilde daher das Quadrat Ober x -{- 9 und subtrahiere 
▼on diesem Quadrat ai^ ^-2a?. Dann erhalte ich 4x 4* ^* Ich 
setze also die zweite Zahl gleich 4.r -^ 0. 

Nun ist das Produkt der drei Zahlen x* -f '2x, das Pro- 
dukt der ersten und zweiten 4x -f- 9. Wenn ich also a^'-^2x 
durch 4i7 -f ^^ dividiere, so werde ich die dritte Zahl erhalten. 

Diese Division ist aber unmöglich, und damit sie mög- 
lich werde, muFs man bewirken, dafs sich «' zu 4x verhalte 
wie 2x zu 0, oder umgestellt, wie a? zu 2x, so matn sich 4x 
zu 9 verhalten. Der Koeffizient von x^ ist aber die Hillfto 
desjenigen von 2x] wenn also auch der Koeffizient von 4x 

•) Wird allgemein I « j«, II — t -f «*, lU — JC + ft« ge- 
setzt, so sind schon die Diifcreoien II — I| III — I Quadrate. 
Damit nun noch III — II «- b' — a* ein Quadrat sei« murs h 
Hypotenuse, a Kathete einös rechlwinkligen Dreiecks, also h von 
der Form m^ -|- tt', a von der Form m' — fi' (oder auch 2iii9i) 
sein. Es ist also 

Nun soll noch II die mittlere Proportionale twisohen I und IIt| d. k. 
[^ + (ml _ n«)«]« — ^ . [« + (in« + ii«)»J 

sein. Daraus ergiebt sich leicht 

(mt - 1,1)4 

•m*n" — m* — n* 

10* 



/ 
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die Hälfte fon 9 wäre, so wflrdo die Difieion möglich eein. 
Nun IhI hier 4x die Differenz Ton üx und 2x, and 6x 
ist dadurch erhalten worden, dafs man daa Produkt aua 3 
und X zweimal genommen hat, das beifst 6 int aus.2mal 3 
entstanden. Die Zahl 9 ist aber das Quadrat Ton 3. 

Es kommt aUo darauf an, statt 3 eine Zahl von der 
Beschaffenheit su Muchen, dafs das um 2 verminderte Do|i|>elto 
derselben gleich der Hülfte ihres Quadrates sei. Es sei x 
diese gesuchttv,;Zuhl; wird dieäelbe mit 2 multipliziert und 
das Produkt uui^vormiudert, ko erhiilt man ix — 2. I>as 
Quadrat der Zahl ist aber j*. Wir. wollen nun; dafs 
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also 




• 
















x' 


— 


4x- 


-4 


sei. 


Daraus 

• 


orgiebt 


sich 


X 


-2. 





Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe surflek. 
Ich hatte die erste Zahl gleich 1, das Proilukt der drei 
Zahleu gleich x* + ^x gesetzt Es soll nun auch das Produkt 
der drei Zahlen, wenn es um die zweite Zahl vermehrt wird, 
ein Quadrat geben. Wenn ich also von irgend einem Quadrat 
X* -f~ ^^ subtrahiere, so werde ich die zweite Zahl erhailten« 
Ich bilde nun das Quadrat von x, vermehrt um eine solehe 
Zahl, dafs das um 2 vermindert« Doppelte dieser Zahl gleich der 
IluUle ihres Quadrats sei; wie soeben gezeigt worden, ist dies 
die Zahl 2. Ich bilde daher das Quadrat Ober x + 2. Dasselbe 
ist i;' + 4x -f 4. Wenn ich hiervon das Produkt der drei Zahlen, 
uuinlich ar* -f~ ^^y subtrahiere, so bleibt 2x -f- 4, und das ist 
die zweite Zahl. Wenn ich weiter das Produkt der drei Zahlen 

durch das Produkt der ersten und zweiten Zahl, d. i. 2x -f- 4 

* 

dividiere, so erhalte ich die dritte Zahl, numlich * 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt der drei Zahlen, auch 
wenn die dritte dazu addiert wird, ein (iuudrat gebe. Das um 
die dritte Zahl vermehrte Produkt der drei Zahlen ist abi'r 

T^ + 2^ a\ Das soll gleich eiiieui Quadrat, etwa gleich 4j'* 

Hein. Dann ergiebt sich 
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e 



Die emU* Zahl winl . also , die xwdlt* , die dritte 

e v # 



^) Wird allgemeiner das Produkt der xlrei Zahlen gleich 
r* -^ 2ax und I ■» n' gesetzt, so werdeo wir II erhalten, wenn 
wir jr'-f'^o^ ▼OB einem Torlllufig noch nnbestimmten Qtiaulrai 
(x + ly snbtrahteran. Es ist also U — 2 (fr — (i)jr + 5*. Weiter 
mnfs III der Quotient der Division von jr* + 9 a« durch 

«« . [2(6 — «)« + 6»] 

sein. Damit diese DiTision aufgehe, murs» wie sich leicht ergiebt^ 

5 Mi 2a angenommen werden. Dann erhSU man III «^ ^ ,* 

Nun ist noch die so ermittelte dritte Zahl sum Produkte der 
drei Zahlen su addieren und die Summe in ein Quadrat lu ver* 
wandeln. Seist man 

*•+(«»+!?)' -(*')•♦ 

SO ergiebt sieh 



1«' 



also ist 



Format bemerkt: „Die Aufgabe kann auch ohne die 
von Diophani angewandte Hilfsaufgabe vermittels einer 
do|f|ielten Gleichung gelöst werden: Man setze das Pro* 
duki der drei Zahlen gleich 4^ — 2jr, die erste Zahl 
gleich Ifdie zweite gleich 2j^, so ist schon zwei Forde- 
rungen der Aufgabe genügt Um die dritte Zahl zu er- 
baltetti dividieren wir das Produkt der drei ZahleUi d. K 
jr" — 2Xf durch das Produkt der ersten und sweiteui 

d. i. 2x; diese Division ergiebt j — t. Wird dies sum 

Produkt der drei Zahlen addiert, so erhilt man 

und dieser Ansdruck ist su einem Quadrat sn machen. 
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84, Aufgab«, Uroi Zahlen au fiudeu, deren Produktp 
wenn ev uui jede der Zahlen verniinderi wird, eiu 
Quadrat bildet 

Auflteung, Wir «etxen die erste Zahl gleich x, daa 
Produkt der drei Zahlen gleich x* -^ x] dasselbe bildet dann, 
wenn es uui die erste Zahl Teruiindert wird, ein Quadrat. 
Da nun das Produkt der drei Zahlen x* -f" ' ^ud die er^te 
Zahl X ist, so wird das Produkt aus der xweiteu und dritten 

Es sei die siwcite Zahl 1, so muls die dritte :r -f 1 
u^'m, uud es erübrigt uuchj daH» das Produkt der drei Zahlen 
ein Quadrat gebe, sowohl wenn es um die zweite, als auch 
wenn es um die dritte Zahl vermindert wird. Subtrahiert 
man die zweite Zahl, so bleibt .t^ -(~ •^' — 1> ^^^^ ^^^ ^^1) 
gleich einem (JuaJrat sein. Subtrahiert man die dritte Zahl, 
SU bleibt X* — 1, und das soll ebenfalls ein Quadrat sein. 

Es entsteht also eiiie doppelte üleichung. Ich nehmo 
die Diflerenz der beiden Ausdrucke, d. Li;, uud wühle zwei 
Zahlen, deren Produkt gleich dieser Diflerenz ist; es sind dies 

zwei Zahlen, die in x aufgehen, nämlich -r und 2x (das Doppelte 

der Seite des Quadrats x^). Dann bestellt, wie du weifst, eine 

tileichung Ux — t) "■ '^* — lj> ^"^^ ^^^^ erhiilt 

17 
X ^^ 

s 
Somit wird die er«te Zahl -^ , die zweite 1, die dritte sein*). 

Es mufs jedoch wegen der getroffeneu üestimmungea 
der Wert von x gröfser als 2 tietn« Wir betzen daher 

JT — —j; — 1 gleich dem Quadrat Aber der Differenz von 

X und irgend eiuer Zahl, die gröfser als 3 ist. Alles 
andere iüt bekaunt.'* Eh ergiebt »ich 

V *' " 4X^3 • 

WO k uubebiimmt i«t. 

*) Wird das Produkt der drei Zahlen gleich x^ '\' ax und die 
erbte gleich ax gesetzt, so mufs dsb Produkt der sweiten und 

dritten - -{- 1 betragen. Diophaut nimmt nun, um die Aufgabe zn 



*" 4* - 8 • 



l 
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85. Aufgabe. Eine gogebcno Zahl in zwei Zahlen 
▼on der Beschaffenheit tu teilen, dafi das Produkt 
derselben gleich der Differens zwischen einem Kubua 
ttnd seiner Seite werde. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 6. Wird die ^erste 
der gesuchten Zahlen gleich x gesetzt, so bleibt fOr die zweite 
B — X, und es soll das Produkt beider ein um seine Seite 
verringerter Kubus sein. Das Produkt ist aber ßx — x^. Das 
soll gleich einem Kubus sein, der Qm seine Seite terringert 
worden ist 

Ich bilde nun den Kubus Ober der Differenz, die entsteht, 
wenn ich Ton x mit einem beliebigen Koeffizienten 1 sub- 
trahiere, etwa den Kubus Ober 2x — 1. Dieser Kubus giebt, 
wenn ich seine Seite daTon subtrahiere, 8«* -1- 4dP — - 12:e*. 
Das soll gleich Gx '- x^ sein. 

Wenn jetzt die Koeffizienten ton x in beiden Ausdrücken 
einander gleich waren, so würde fin Vielfaches von x^ gleieh 

erleichtem, die zweite Zahl gleieh 1 an, so dafs die dritte gleich 
- -|- 1 wird Dann sind noch die beiden Bedingungen 

«■ 4" öjp "*■ ^ ■■ •** 

SU erfttUen. Diese geben 



» 



also erhalten wir. 


wenn wir 


• 


1 , 


annehmen, 


2# ■- •• — e 



und « 

^i -|. a« - 1 — i(jj + ^y . 

Daraus folgt leicht 

le a» + 1 

wo a jede Zahl sein kann. 
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einem Vielfiieliefi v<ni j^ bleibea. «nd daim wira x ntiomai 
»gabbar. 

Nun uiAx «tti der Diffemix Ton Smal 2jr md 2x cst- 
sUndeDi und wen» Snuil *ix um 2jp vermiiidert wird, ao giebi 
da« 2nial 2a;« Dia Zahl 6 dagegen iat in der Aufgabe ge- 
geben. Ea komuit alao darauf an, aiatt 2jr ein anderea Viel* 
fachet von x xu nehnieui ao daf« der doppelte KoefBaieni 
▼on X I) aei. l>ieaer KoefÜxieut i«t 3. 

« 

Indem ich daher <auche, Üjr — -^^ gleich einem Kubui au 
maclieii, der um seine Seite verringert worden iat, bilde ich 
den Kubua über der Seite 3x — 1. Wenn ich von diesem 
KubuB die Seite selbtt «ubtrahiere, ao erhalte ich 

27a^ + «Ja: - 27^^ ^ ' 
Wird dies gleich 6a; — x^ gesetzt, so folgt 

X mxs, -' * 
«7 

Daher wird die erste Zahl ». , die aweite -^^ sein^). 



/ 



%1 



a? 



M. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in drei Zahlen 
Ton solcher Beschaffenheit aU teilen, dafs das. Pro- 
dukt derselben ein Kubus int, welcher die Summe der 
Differenzen je zweier dieser Zahlen als Seite hat. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 4, Das Produkt der 



**) Ist die gegebene Zahl a, so setze man die g[e8uchten Zahlen 
gleich % und a — Xy so üafs daü Produkt beider a:r — o:* ist. 
Wird jetzt 

ax — U-* ■■ (mj — !)• — (nur — 1) 

angenommen, so ergiebt sich 

ax — x^ — wV — 3mV + 2iMjr, 



also fUr 



% — 



2m mm a 



(:)■ 
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Zahlen, welches ein Kuhns sein 8oIl| sei 8x'; die Seite dieses 
Kubus ist 2x. 

Wenn man die DilTerens zwischen der zweiten und ersten 
Zahl, diejenige zwiHchcn der dritten und zweiten und diejenige 
zwischen der dritten und ersten addiert, so erhalt man das 
Doppelte der Differenz zwischen der dritten und ersten Zahl, 
d. h. wenn man drei ungleiche Zahlen hat, so ist die Summe 
der Differenzen je zweier dieser Zahlen das DopfHdte der Diffe- 
renz der beiden ftufseren Zahlen. 

Nun hiilK>n wir aber oben die Seite des Kubus gleich 2x 
vorauMgesülzt. Es mufs also 2x die Summe der Differenzen 
je zweier der Zuhleii und daher die dritfe um x gröfser sein 
als die erste. Em »«ei die erste Zahl gleich einem beliebigen 
Vielfachen von Xy etwa 2^*, so wird die dritte 3x sein. Da 
nun das Produkt der drei Zahlen 8x^, das Produkt der ersten 

und dritten At* ist, so mufs die zweite Zahl IjOP sein. 

Wenn aUo die zweite Zahl grofser als die erste und kleiner 
als die dritte wäre, so wiire die Aufgabe gelöst. 

Die zweite Zahl ist dadurch erhalten worden, dafs wir Sx^ 
durch das Produkt der ersten und dritten dividiert haben. 
Die erste und die dritte Zahl sind nicht beliebig angenommen, 
aondem [ihre KoefiizientenJ unterscheiden sich um 1. Es 
kommt also darauf an, zwei um 1 Tcrschiedene Zahlen von 
der Heschaffenheit zu suchen, dafs, wenn iqfi mit ihrem Pro- 
dukt in 8 dividiere, der erhaltene Quotient grofser sei als die 
kleinere und kleiner als die gröfsere der beiden Zahlen. 

W^*rd die kleinere dieser Zahlen gleich x gesetzt, so wird 
die gröfsere x -^ l «ein, und wenn iich 8 durch dns Produkt 
derselben, d. i. x* '{^ x dividiere, so erhalte ich die mittlere 

Zahl, n&mlich ^i^x^* ^Mese Zahl soll nun grSfser als x^ aber 

kleiner als x + 1 sein. Da die Differenz zwischen diesen 
beiden letzten Zahlen 1 ist, so wird die Differenz zwischen 
der ersten [grdfiiten] und zweiten Zahl kleiner als 1 sein; 
daher wird die aweite Zahl, wenn sie um 1 vermehrt wird, 
grOlser sein als die erste [gröfste]. 

Wenn aber die aweite Zahl um 1 verinehrt und auf 
den Nenner jt' + ^ gebracht wird, io wird dieselbe gleioh 
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— ~- - - - • Die» wird grörver uIn a; -f- 1 ■©*"» oder, wenn 

ulleri mit tieiu Meuuer multipliziert wird| ^ -f- ' "f* i^ ^vtA. 
Ifrorser alu x^ -^ 23t?. -f- o; sein. Wird jetxt Gleiches gegen 
flleiclies weggelasd0U| so bleibt, dar« 8 grüfser als o^ -f- ^ 
sein mufs. 

Jetzt bilde ich den Kubus, welcher den Bestandteil o^-}- ^ 
eutli< die 8eite desselben - wird x^ -^ sein« Da nun 8 

gröfser uU x^ -{- x^ und 'der Kubus Qber ^ + • ^^^ gröfser 
uU x^ -{- 3? ist, so kann ich die Seiten beider Kuben, d. i. 2 
und «^^ 4" tt I einander gleich setzen und erhalte :!'»»• Es 

wird also die erste Zuhl -, die zweite . , die dritte , oder, 

wenn alles mit 15 multi|diziert wird, die erate Zahl 40, die 
zweite 21^ die dritte 25 »eiu. Der gemeiuscliaft liehe Neuner 
15 ist durch die Multiplikation weggefallen, uud wir haben 
drei Zahlen gefunden, deren Produkt ein Kubus ist, welcher 
ilie Summe der Ditlerenzeu dieser Zahlen zur Seite hat. 

Nun setze ich die erste der gesuchten Zahlen gleich 40x, 
die zweite gleich 27 j;, die dritte gleich 25x. Dann ist das 
Produkt der Zahlen eiu Kubus und die Seite desüclben gleich 
der Summe der Ditrerenzeu der Zahlen. Wir wollen jetzt 
noch, dafs die Summe der drei Zahlen gleich der gegebenen 
Zahl, d. i. 4 sei. Es ui also 

und daraus Ibigt 

t 

X «=» 

23 
40 557 S6 

Die erste Zahl wird aUo , die zweite "^, die dritte -- sein*"). 

'^) Kii werde I > 11 > HI und I . II . 111 -» (imx)' vomus* 
getietzt; daun holl 

(I — 11) + (I - m) + (11-111), d.i. 

2(1 — 111) — fn/^, 
also. 
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S7. Anlkabe. Zwei Ztlileu Ton tolclicr Betehaffen« 
heit tu finden^ (Urs das Produkt derselben, wenn es 
nm jede der Zahlen Terniehrk wird, einen Kubas gebe* 

Aantsang. Ich setze die erste Zahl gleich x mit einer 
beliebigen Kubikaahl als Koeffizienten, etwa gleich Sar, die 
s weite gleich x* -r 1. Dann ist die . eine Forderung erfüllt^ 



I _ ?[ « + III 
sein. - Wir teUen mm III •-■ Xrr, to M 

und 

j. 1.11. Itl Mi".r» IN*«; 

Ober k M Jetst ho su TerfOgen, dah sanftohsi II > III, d. b. 

oder 

«rf. D.ft» + "'^K' + 5^ + ^, d.i. (»+*)'>*•+ 5^ 

ist, so wird diese Bedingung sicberlioh erfttUi, wenn wir 

t + -j- ■— m oder i — - 
annehmen. FOr diesen Wert von k wird 

I — -i «, ii--jjj^«, III— , *, 

und es sielli sich berau«, daTs die sweite Dedinguag, uftmlich 
I > II schon Ton selbst erfüllt ist Nun soll die Summe der drei 
gleich der gegebenen i(abi ci, also 

• • 

46 si« 



15 



«-■ a 



sein. Daraus folgt x. «» .^— und 
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iU Jm Produkt der beiden Zahlen, wenn •« uni die entte 
vfrniehrt wird, einen Kuba« giebt 

E« bleibt noch tu bewirken, dalii das um die sweite Zahl 
vermehrte Produkt ebenfalls ein Kubua werde« Weun man 
aber beide Zahlen multipliziert und Kum Produkt die iweite 
Zahl addiert, mo erhSlt mau 8;i^ + ;i^* *— 8jp — 1. Daa soll 
gleich einem Kubus soiu. Als Seite dic4i*s Kubus nehme ich 
2a: — 1 au ; daim ergiebt sich 

14 

US %1 

Wie erste Zahl wird uisu -.y, die zweite - sein*). 



98. Aufgabe. Zwei Zahlen Ton*sokher Beschaffen- 
heit XU finden, dafs das Produkt derselbeii, wenn es 
um jede der Zahlen Terniindert^wird, einen Kubus gebe. 

Auflösung. Es werde wieder die erste Zahl gleich 8x, 
die zweite gleich x^ -{- i gesetzt, so wird das um die erste 
Zahl verminderte Produkt beider Zahlen eiu Kubus sein. 

Das um die zweite Zahl veraiinderto Prochikt beider Zaiileu 
ist aber 8.r* + Hx* • o;*— 1. Dieser Aufdruck soll gleich 
einem Kubus werden. Ihis ist jedoch unuiftglicli [x Würde negativ 
werden}« Daher setze ich die erste Zahl gleich der Summe von 
1 und X mit einer beliebigen Kubikzuhl aU Koeflizienten, etwa 
gleich Hx + 1, die zweite Zahl über gleich x\ Dann wird das 

*) Diopliaui bolzt, um eine PorilevunK bofuri zu erfüllen, 

I— «V, l|:v=J»— I; 
«lann i«! noch 

in «ioeu Kubus zu voiwunileln. Bolzt niuu 

14* jr* — «i^x- + X« — 1 — («i- — I)^, 

so ergiolii »ich 

ttia« + S) 

•^ "■ i + Sil« » 
*^ l + S«- • "-Ll+Sa'J-^ *• 
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IVodaki bei SiibtraktioD der Kwoiten Zahl ein Kubus. Wenn niui 

aber die erste Zahl 8ubtra)iiert| so erhillt man Sx^-^-x^-^Sx'^h 

Das setsen wir gleich dem Knbns Ober der Seite 2x — 1. 

Dann ergiebt sich 

14 

* la 
Die erste Zahl wird also . . p die r^wcite sein*). 



99. Anljiaba. Zwei Zahlen au finden, deren Produkt 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Summe derselben ein Kubus wird. 

Auflösung. Das Produkt der beiden Zahlen, addiert aur 
Summe derselben, soll einen Kubus geben; dieser sei 04. Es 
soll aber auch das Produkt, , wenn es um die Summe der 
Zahlen Termindert wird, ein Kubus werden; dieser Kubus sei 8^ 
Dann ist die doppelte Summe der beiden Zahlen gleich der 
Differena dieser Kuben, also gleich 56, die Summe selbst 
daher 28. Nun iat aber das IVodukt und die Summe der 
Zahlen ausammen 64; also mufs das Produkt 36 sein. 

Ich bin daher au der Aufgabe gef&hrt, awet Zahlen an 
finden, deren Summe 28 und deren Produkt 36 ist Wird die 
gr5fsere Zahl gleich a; + 1^ genetat, so wird die kleinere 
14 — X sein, und es mufs noch bewirkt werden^ dafs das 
Produkt der Zahlen, d. i. 

*) Warde I ■- a'dP, II ■- ^ 4* ^ angenommen nnd 
a»a^(«« + 1) — («« + 1) « {at — if 
gesetzt, so würde sieb 

ergehen. Da dieser Ausdruck nur negative Werte darstellt | so 
nimmt IMophaat t «* a'r -f- 1» II *» a^ an. flann ist noch I • 11 -^ I 
an einem Kobos an machen, nnd die Gleichung 

liefert wieder 

«(«• + s) 






1 -fSa* 
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ItKt — x^^OÜ 
■ai. DairauB ergiebt aich 

Wenn aUo 100 oiiie Qiiuilrahuihl wftre, so wäre die Auf- 
gabe gel5^t 

Nun ittt 100 die Ditferenx xwitchen 190 und SO; lUO ist 
da« Quadrat von 14, und 14 iat die llftifte von 28, so dafe 
1(H; das Quadrat der llälile von 28 ist. 28 iat aber die 
Hülfte von 50, ao dafn 14 der 4^ Teil von M ist, und Tili 
iat die Diiterona der beiden Kuben 04 und 8, wahrend 30 die 
halbe Huinine dieser Kuben itit. Km kommt also darauf an, 
Kwei Kuben vei^der Ueschail'enheit zu suchen, durn, wenn ich 
den vierten Teil ilircr Difl'erenx mit sich selbst multipliaieref 
und von dem Produkt die hallN) Summe derselben subtrahiere 
dor Ueiit ein Quadrat S(>i. 

Eh sei or -}* 1 die Seite des grofseren Kubus, x — 1 die 
des kleineren, so wird der griifsere Kubus 

ar» 4- nx* + :\x + 1 , 
der kleinere x^ -{- «^^ "^ •^•^'' ~~ 1 betragen, und der vierta 
Teil der Ditferonz beider ist 1 ^ o;' 4~ t ' ^^i^'> ^^^ ^^^^ *">^ 
sich selbst multipliziert, so erlmlt man 2| x' -j~ 1^ ^ 4~ { * 
Wird hiervon die halbe Summe der beiden Kuben, welche 
gleich or^ -|~ '^-^ ^^^9 subtrahiert, so bleibt 

2{x'+ lja,^+ 1 -a:'-3a:, 

und di(*ser Ausdruck soll gleich einem Quadrat werden. Um 
keinen Bruch zu behalten, multiplizieren wir alles mit 4, so 
wird unser AuHdruck Ux^ + itx* -\- \ — 4ar* — 12a", Diesen 
Hetzen wir gli*icli di^iii Quadrat nbcr d(*r Seite fix* -f~ 1 — ^^* 
Wenn niuii ilies Quadrat, d. i. 

Ux^ + 42j:^ 4- 1 — .HOiT» - 12r « {)x* + Oa» + l - 4 j« — 12a! 

setzt, darauf die abzuziehenden Gröfsen beiderseits addiert und 
dann GleicheH von itleichem subtrahiert, so bleibt 

32x»«:llb^ . 

und daraus ergiebt sich 

9 

X «=8 

s 
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m 

Nun hatte ich die Seite des einen Kubus gleich x -{- 1 , die 
dpi9 andern gleich x — 1 gesetist; die Seite des einen wird 

17 1 

also -, die des andern ^ sein, und der erste Kubus selbst 

winl -^Tff der zweite .- betragen. 

Jetzt gehe ich au der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück und suche zwei Zahlen, deren Produkt, wenn es um 

die Summe derselben Termehrt wird, den Kubus -^1^$ wenn 
es aber um dieselbe Summe -Termindert wird, den Kubus 77- 

' 61s 

giebt. Da das um die Summe der Zahlen Termehrte Produkt 

491 S 

derselben ein Kubus, nämlich -^^ , und das um dieselbe 

Summe verminderte Produkt ebenfalls ein Kubus, nümlich ... 
isi^ so ist die doppelte Summe beider Zahlen gleich der Diffe* 

1911 
619 

lickfrucrt TUkM 
618 



renz dieser Kuben, d. i. gleich ,^1, 1 so dafs die Summe der 

8456 

Zahlen selbst -^.^ betragt. Das I^odnkt mit der Summe zU' 



sammen giebt aber -jr^ , und da die Summe -rr^ ist, so wird 

das Produkt gleich ..^ sein. 

Das weitere Verfahren ist zwar schon im ersten Buche 
gelehrt worden; wir wollen es jedoch fllr die vorliegende Auf* 
gäbe nochmals darlegen. Wir setzen die erste Zahl gleich jr, 
vermehrt um die halbe Summe der beiden Zahlen, also um 

^^^ , so wird die aweite Zahl -^ — x sein, und dann ist die 
Summe beider wirklich -^^^ Das Prödnkt beider Zahlen ist 

•'^ 268144 "" **• ^' "^^ g'^ich -jjj- sein* Wird alles 
mit dem Nenner 202144 multipliziert nnd sodann Oleiebes 
von Gleichem subtrahiert^ 80 erhilt man 

202144«* — 260000, 

nnd daraus folgt 

500 
* 518 
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•Die enta Zahl wird also ^^^ , die iweite ^^^ eein, und dieaa 
Werte genügen oiFenbar der Aufgabe*). 



80« Aufipkbe. Zwei Zahlen au finden, deren Produkt 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Humme derselben ein Kubus wird. 

AuflfisUBg. Hier ist folgender Bats aiisn wenden: Wenn 
irgend eine Quadratsahl in swei Teile geteilt jHi, von denen 
der eine die Seite des Quadrats, der andere der Rest ist, so 
bilden das Produkt und die Summe der Teile susaihmen einen 
Kubus. Es werde nun das Quadrat gleich x* gesetst und in 
swei Teile geteilt, von denen der eine die S<»ite, der andere 
der Rest, also der eine x, der andere j:* — x' ist, uo giebt das 
Produkt beider Teile, bei Addition der Summe derselben, 
einen Kubus. 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt, auch wenn die Summe 
davon subtrahiert wird, einen Kubus gebe. Das um die Summe 
verringerte Produkt ist aber or* — 2a\ Das soll gleich isinem 
Kubus Hein und zwar gleich einem Kubus, der kleiner als s^ 

sein niurs. Ich bilde daher den Kubus über der Seite x\ 
di'rrtelbe iMt :^. Nun multipliziere ich alles mit 8 und erhalte 

daraus ergiebt sich 



I 



X — 



IS 



Die erste Zahl wird also . , die sweite — sein**). 



also 



*) Siud die gesuchten Zahlen i*, y, so soll 

«J^ + (' + J^) — «* 

Xlf~^(x + lf)mm h\ 



sein; dann bleibt 



*+»-!(«'-*') 



I 
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8L AnfgAbe. Vier Quadratsahlen su finden, deren 
Bnninie, wenn man die Summe der Seiten dasn addiert, 
gleich einer gegebenen Zahl wird. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 12. Jede Quadrat* 

salil wird, wenn man sie nm ihre Seite und -r vermehrt, gleich 

einem Quadrat, dessen Seite bei Subtraktion von — gleich der 

Seite des anftnglichen Quadrats wird. 

Nun giebt die Summe der vier gesuchten Quadratzahlen, 
wenn sie um die Summe der Seiten derselben vermehrt wird, 
12. Ffigt man noch vier Viertel hinan, so erhilt man vier 
Quadrate, und wenn 12 um vier Viertel, d. L 1, vermehrt 
wird« so giebt das 18. 

Idi mufs also 13 in 4 Quadrate terlegpn, und wenn ich 

dann die Seite jedes derselben um ? vermindere, so erhalte 

ich die Seiten der vkr gesuchten Quadrate. 13 zerfUlt in die 
beiden Quadrate 4 und 9, und jedes der letzteren Iftfst üch 

wieder in twei Quadrate zerlegen, nimlich das eine in rr und 



rr, das andere in -^ und ^^^ . Ich nehme jetst die Seiten 
dieser Quadrate, nimlich 5» j» y* 7' ^"'^ verringere jede 



oder es ist 

Die Aufgabe ist daher auf I, 80 surOckgenihri In Nr. 80 be- 
handelt Diophant dieselbe Aufgabe* auf andere Weise. Damit 
I • n + (I + n) eb Kubus sei, nimmt er I -« ir* ~ r, H «- « 
an. Dann ist noch I.Ü — (I-fll), d.L«*«-S«* In einen 
Kubus so verwandeln. Betit num 

«• — ««• — d^«*, 

so ergiebt sieh 

t 

also ist , 

BUM*st» AiljfcMrta. II 
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Qm jp 10 «ind J&t RasUi nimlich jg, j^, ja* i5> ^ Beitett 

der Tier geeochten Quadrate, und diese Quadrate lelbet werden 
Hl o >61 1— . ^x 

löo» 100» loö» iöo **"* ^ 



^) Ist allgemein a die gegebene Zabl» §0 terfftlle maa « -f* 1 
in 4 Quadrate (die aueh Brtlohe eein kteaen) 

dann ist, wenn 

P— 1^1+ ,r « — «i + if •• — «"i + jit » — ^+t 
goBetst wird| 

•I» «^ ' 

a - (!»,» + «,• + r.» + .,«) + (j», ^ ff, + r, + #,). 



^ 



Dabei ist von Diophant •tilkchweigend vorausgetettt wordeii| dafe 
sich jede ganse Zahl, die niobt selbst ein Quadrat ist, in vier oder 
weniger Quadrate zerftllen lasse. (Wenn es weniger als 4 sind« 
so kann man durob — nötigenfalls wiederholte^ — Anwendung der 
Aufgabe II, 8 doch vier Quadrate bilden, deren Summe die tu ser«^ 
fällende Zahl ist) Bach et hat den Satt auf seine Richtigkeit 
geprüft, indem er die Zahlen von 1 bis 325 wirklich in Quadrate 
xerlegte. Kiuen Bewisii» hat er nicht gefunden. Fef mat bemerkt: 
„Ich habe sogar den schOnen und gant allgemeinen Sats 
entdeckt, dafs jede Zahl entweder eine Dreieckiahl oder 
die Summe von zwei oder drei Dreieckzahlen; entweder 
eine Quadratxahl oder die Summe von zwei oder drei 
oder vier Quadratzahlen; entweder eine Fflnfeckzahl 
oder die Summe von zwei oder drei oder vier oder fUnf 
FUnfeckzahlen ist, und dafs weiter derselbe allgemeine 
und wunderbare Satz fUr Sechsecksahlen, Siebeneck- 
zahleui überhaupt beliebige Polygonalzahlen gilt. Den 
Deweis desselben, der aus vielen mannigfaltigen und 
ganz verborgenen Geheimnissen der Zahlen hergenommen 
wird, kann ich hier nicht beifügen. Ich habe n&mlich 
vor, ein besonderes Werk diesem Gegenstände zu widmen 
und die Arithmetik in diesem Teile Über die alten und 
bekannten Grenzen hinaus in wunderbarer Weise zu er- 



/ 
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88. AufsAbe« Vier Quadratsahlen sn finden, deren 
Snmmei wenn man lie um die Samme ihrer Seiten 
Termindert, gleich einer gegebenen Zahl wird. 

AaflSBvng. Die gegebene Zahl sei 4 Nan sollen das 
erste Quadrat, Termindert um seine Seite, das sweite Quadrat, 
▼ermindert um seine Seite, und ebenso das dritte und vierte 
Quadrat, jedes Termindert um seine Seite, zusammen 4 geben. 
Es wird aber jede Quadrataahl, wenn man sie um ihre Seite 
Terringert und um ein Viertel Tergrofsert, su einem neuen 

Quadrat^ dessen Seite um ^ Tergröfsert werden mnCi, um der* 

Seite des anftngliehen Quadrats gleich zn werden. Daher 
werden aueh die Tier Quadrate, wenn sie um die Summe ihrer 
Seiten Terringert und um 4 Viertel, d. i. 1, Termehrt werden, 
Tier neue Quadrate bilden. Wird aber die Summe der Tier 
Quadrate nm die Summe der Seiten Termindert, so erhilt 
man 4, und wenn 1 dazu gezihlt wird, so giebt das 6« 

Es kommt also darauf an, die Zahl 6 in Tier Quadrat« 
SU teilen. Vermehre ich dann die Seite jedes dieser Quadrat« 

nm 1^, so erhalte ich die Seiten der gesuchten Quadrate. 

6 zerfiUlt aber in die Tier Quadrate 



s te S4 

' 16' S6' 16 



-~— • 



Die Seiten dieser Quadrate sind 



s 4 s 6 

6' 6' 6' S 



Addiere ich au jeder dieser Seiten j , so erhalte ich die Seiten 



n IS 11 IT 

lÖ' 10' 10' 10' 



.*-i. 



weitern.** Das hier Tertprochene Werk Formats ist leider nicht 
orsehienea. Den Satt hat, soweit es sieh um die hier allein in 
Betracht kommende ZerfUlung der Zahlen In Quadrate handelt, 
erst Lagraage (Nout. M6mo&es de TAcad. de Berlin, 1770) bc* 
wiesen. Vergl. nach Legendre, thtorie des nombres, 8. Mition, 
I. |i. 8l8ff. Ich lasse Lagraage*s' Beweis Im Anhange in mOg- 
Uchst eiabcher Darstellung folgen. 
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und daher werden die geeoehten Quedreto eelbek 

ifi lee 441 m 

100» 100' 100» 100 

eein'*). 

Sa, AvigBh^. Die Zahl 1 in iwei Zahlen von der 
Beaehaffenheit an teilen, dafe, wenn man an jeder 
derselben eine gegebene Zahl addiert nnd die ao 
erhaltenen Zahlen mnltiplisiert» daa Produkt ein 
Quadrat wird. . . 

Anflfioong. Man loU die Zahl 1 in awei Zahlen teilen 
nnd SU der einen 8, cur andern 6 addieren; das Produkt der 
so gebildeten Zahlen toll ein Quadrat werden« 8etx«i wir 
die erste Zahl gleich «, so wird die aweite i-^x sein. Wird 
cur ersten Zahl 3 addiert, so erhält man « -4" &> v^ wenn 
die sweiteZahl ^m 6 vermehrt wird, so wird sie 6 — «.Das 
Produkt der beiden neuen Zahlen wird, also Sx-^ 16-^ 7?^ 
und das soll su einem Quadrat gemacht werden. Dies Qua- 
drat sei \7?. Wird dann die abauziehende Zahl beiderseits 
addiert, so erhält man 

8x + 18 — ö«% 

und diese Gleichung liefert keinen rationalen Wert ton x. 

Nim ist [der Koeffizient ?on] h^ dadurch entstanden, dafs 
wir eine Quadratzahl um 1 ?ermehrt haben; wird diese Zahl 
6 mit 18 multipliziert und zum Produkt das Quadrat der 

Hälfte des Koeffizienten 8 Ton a;, d. i. 2j, addiert, so «soll 

das ein Quadrat geben**). Es kommt somit darauf an, statt 

*) Ist wieder a die gegebene Zahl und 
SO wird 

-[(»+5)+(.+y+('+i)+('+i)] 

sein. 

**) Diopliant hat folgende Lttdung der Gleichung 

ft«*-^di;+18 
Im Auges 



I 
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4 eine andere Quedratzabl su lachen, die so beschaffen iat^ 
dab eich ein Quadrat ergiebig wenn ich au dereelben 1 addiere, 

die Bamme mit 18 multiplisiere und sum Produkt 2j addiere, 

Ee aei «* dieee gesuchte Quadratsahl. Wird dieselbe um 
1 Termebrti die erhaltene Summe mit 18 mulUplisiert und 

aum Produkt 2|- addiert, so erhUt man 18a;'-t-S0i* Das 

soll gleich einem Quadrat sein. Ich nehme alles 4 mal; dann 
soll 12a? 4" 81 an einem Quadrat gemacht werden. Als Seite 
dieses Quadrats nehme ich 8x 4* ^ *&; aus 

72a:« + 81 — (8* + 9)* 

ergiebt sieh dann x •■ 18. Das gesuchte Quadrat wird also 
824 sein. 

Jetat gehe ich au der ursprflnglich hergeleiteten Gleichung 
surOcL Es soll BX'\'iB'-a?zn einem Quadrat gemacht werden. 
Als dieses Quadrat nehme ich nun 824a^ an, und dann wird 

• " SM " le* 

Folflieh wird die erste Zahl ^, die aweite g seta«). 

(6*)» - 8(6«) + ({)* - 90 + «I , 

a. t. w. 

*) 8u4, die gvgelMMB Zahl« a, h, m mU 

(c + «) (1 — • + ^) 
EB MMB Quadrat geoiadit «rerdea. Wird 

(.+«)(i-«+»)-5;(i -•+>)• 

ai^MoamaSi to «rgiebt aieli 

wo M, M nr dan baidaa BadiogangaB 

«'(l + »)>M*a, «'(1 + •)>«*» 
aaU twot l lM aiad. Vit •■•8, (■■Siati.B. 
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M. JLnffalM. [VieUi ZetV, 18J Die Zahl 1 in iwfi 
Zahlen von der Bttchaffenheit in teilen, darii wenni 
man au jeder dereelben eine gegebene Zahl addiert 
und die eo erhaltenen Zahlen multiplisierti daa Pro- 
dukt ein Quadrat sei. [Andere Aufl&eung.] 

AuflfiattBg. £e toll wieder die Zahl 1 in swei Zahlen 
geteilt werden, die so beeehaffeu sind, dafs, .wenn die eine um 
3| die andere um 6 vermehrt wird, dae Produkt beider ein 
Quadrat giebt 

Wir setzen die erste Zahl, welche um S vergrOlaert wer- 
den soll, gleich X — 3, so bleibt fOr die sweiie noch A — x. 
Wenn ich nun 3 sur ersten Zahl addiere, so erhalte ich op, 
und wenn die zweite um 5 vergröfsert wird, so giebt das 
9 -^ X. Das Produkt dieser beiden Zahlen ist dx — x^, und 
das soll gleich einem Quadrat sein. 

Dieses Quadrat sei 4x\ so ergiebt sich a;««~* Für 

die^eu Wert von x kann ich aber von x nicht 3 subtrahieren; 
vielmehr mufs der Wert von x grofser als 3 und kleiner als 

4 sein. • 

Nun ist X dadurch gefunden worden, dafs wir 9 durch 

5 dividiert haben, und letztere Zahl ist ein um 1 vergr&fsertes 
Quadrat. Wenn aber 9, durch eine um 1 vermehrte Quadrat- 
zahl dividiert, eine Zahl giebt, die grQ&er als 3 ist, so mufs 
jener Divisor kleiner als 3 sein. Der Divisor von 9 ist aber 
eine um 1 vermehrte Quadratzahl; es ist also die Summe dieser 
Quadratzahl und der Zahl 1 kleiner als 3, und, wenn man 1 
subtrahiert, so ergiebt sich, dafs die Quadratzahl kleiner alt 
2 sein mufs. 

Weiter wollen wir, dafs- die Division von 9 durch die 
um 1 vergrdfserte Quadratzahl eine Zahl gebe, die kleiner als 

4 sei. Folglich mufs der Divisor grölser als 2-^ sein. Dieser 

Sm* ^ Sit« ^ _ 4tt« ^ 5m » 

und diese Ausdrücke geben Diophants Lösung der vorliegenden 
Aufgabe fUr m — > 3, n »■ 4, diejenige der folgenden Aufgabe für 
m — 4 , fi ■- 6. 
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Difisor Ton 9 bt abor eine om 1 vermehrte Quadratzahl; 
die Summe dieser Quadrataahl und der Zahl 1 ist folglich grftber 

alf 2|>| und wenn wir 1 subtrahieren, so ergiebt sich, dafs 

die Quadratsahl gröfser als 1-^ sein mufs. Es ist aber schon 

gezeigt worden, dafs dieselbe Quadratzahl kleiner als 2 sein 
mufs. Ich habe also nur irgend ein Quadrat zu suchen , das 

gröfser als 1~ und kleiner als 8 ist Verwandle ich diese 
Zahlen in BrOche, welche eine Quadratzahl, a. B. 64, zum 

Nenner haben, so werden dieselben ^ und -^j dann ist aber 

die Aufgabe leicht, und das verlangte Quadrat ist «i' "" •«* 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
zurück« Es iollte Ox-^af zu einem Quadrat gemacht werden. 

Ich setze den Ausdruck gleich dem gefundenen Quadrat |j s;*; 

dann ergiebt sieh 

Die erste Zahl wird also tt, die zweite ^ sein. 



85. Anljiabe. Eine gegebene Zahl in drei Zahlen 
von der Beschaffenheit zu teilen, dafs das Produkt 
der ersten und zweiten Zahl sowohl bei Addition, als 
auch bei Subtraktion der dritten Zahl ein Quadrat 
werde.. 

AuflSsuBg. Die gegebene Zahl sei 6. Wir setzen die 
dritte Zahl gleich x, die zweite gleiöh irgend einer be- 
stimmten Zahl^ die kleiner als 6 ist, etwa gleich 2. Dann 
wird die erste 4 — dP sein. Es sind nun noch die beiden 
Forderungen zu erfüllen, dafs das Produkt aus der ersten und 
zweiten Zahl, sowohl wenn es um die dritte Zahl vermehrt, 
als auch wenn es um dieselbe vermindert wird, ein Quadrat 
bilde. Es entsteht .also eine doppelte Oleichung, indem so- 
wohl 8 — Xp als auch 8 — 8a? zu einem Quadrat gemacht 
werden mufs. Diese doppelte Oleichung ist aber nicht lösbar, 
da sieh die Koeffizienten von x nicht wie iwei Quadrattahlen 
ttt einander verhalten. 
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Ea ist ttbar d«r KmIBimbI tod dp am 1 U«iii«r als S und 
dtijeiiig* Ton 8x um 1 grBfMr ata S. Ich bin also data 
gebracht, anstatt [«kr willkarlich angenoinmeiieii Zahl] 2 eine 
SSaU au sucheiii die so beschaffen ist» dab eine um 1 gröbere 
und eine um 1 kleinere Zahl sich au einander wie nrei Qua- 
dratzahlen Terh alten« 

Es sei X diese gesuchte Zahl ; die um 1 gröbere Zahl ist 
d? 4" 1» ^i® ^°> 1 kleinere Zahl x — h Diese beiden Zahlen 
sollen steh wie swei QuadratzahleUi etwa wie 4 zu 1 ?erhalten. 
Da man nun, wenn man x — 1 mit 4 multipliziert, 4x — 4, 
uud wenn man x -{- l mit 1 multipliziert, x '^ 1 erhalt, so 
mub, damit die genommenen Zahlen sich wie die beiden Qua- 
dratzahlen Tcrhalteu, 

4;r — 4 — ;r-f i 
sein, und daraus ergiebt sich 

» 

i 

Ich setze demgemäb die zweite Zahl gleich ji und da die 

dritte x ist, so wird die erste y — o? sein« 

Nun sind die Forderungen zu erfüllen» dab daa Produkt 
aus der ersten und zweiten Zahl bei Addition der dritten ein 
Quadrat bilde und bei Subtraktion der dritten Zahl ebenblls 
ein Quadrat werde. Wenn . mau aber die erste und zweite 
Zahl multipliziert und zum Produkt die dritte Zahl addiert, 

so erhält man ^^ -~ j^i das soll ein Quadrat sein. Wird die 

es s 
dritte Zahl von dam Produkte subtrahiert, so bleibt y"^-«^» 

und das soll ebenfalls ein Quadrat sein, Multiplizieren wir 
die Ausdrücke mit 9, so werdeu dieselben 65 -^ 6« und 
ü5 — 24 x, und auch jeder dieser Ausdrücke mufs gleich einem 
Quadrat sein« Ich mache nun die Koeffizienten von x in beiden 
Ausdrücken gleich, iudem ich den eineu mit 4 multipliziere; 
es mub dann jeder der Ausdrücke 260 — 24x und 66 *- 2Ax 
zu einem Quadrat gemacht werden. 

Ich nehme demnach die Differenz der beiden Ausdrücke, 
'5, und wähle zwei Zahlen, deren Produkt 106 ist; es 
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•iiid dies 15 und 13. Holtiplisier» ieh nun die halbe Diflfo* 
rens dieser beiden Zahlen mit sich selbst und setse daa Piro- 
dnkt gleich dem kleineren Aiisdrucki so erkalte ich 

Die erste Zahl wird also | , die sweite -^ | die dritte j sein, 
und diese Werte genOgen offenbar der Aufgabe *). 



80. Aufgabe. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit 
sn finden, dafs, wenn jede nm denselben Bruchteil 
der andern ?ermehrt worden ist, sie au dem Reste 
der andern in einem gegebenen Verhiltnis stehe. 

# 

Aaflfisung. Es wird verlangt, dafs die erste Zahl, nach- 
dem sie um einen bestimmten Bruchteil der sweiten ?ermehrt 
worden ist, das Dreifache des Restes der sweiten, und dab 
die a weite Zahl, nachdem sie um eben denselben Bruchteil 

*) Fermat bemerkt: „Leiebier wird die LOsung auf 
folgende Weise: Die gegebene Zabl 6 werde in swei 
gans beliebige Teile, etwa 6 und 1, serlegt. Darauf 
bilde man das Produkt dieser Teile, subtrahiere Ton 

demselben 1 und diTidiere den Hest 4 durob die ge* 

s 
gebene Zabl 6. Den Quotienten j subtrahiere man so- 
wohl Ton 6, als auch von 1, so werden die beiden Beste 
Y mnd j die beiden ersten Teile der su serlegenden Kahl 

4 ' 

sein; der dritte Teil wird somit j betragen.^ 
Format seist also, vrenn die gegebene Zahl • Ist, 

a «tf 9 4. (« — . «) 

und nimmt dann 

f ^ a#^#<-l aF+t 

* — * -j — -ir- 

an, so dab sieh 
«rgiebi 
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der ersten Termehri worden iet^ dM FOnfinclie des Beetes der 
ersten eei. 

Wir setsen die sweite Zahl gleich « + ^ i d®' T^ü ^^^$ 
den dieselbe an die erste abgeben soll, sei gleich 1. Denn 
wird die erste 8« — 1 . sein, da bei dieser Annahme die erste 
Zahl| wenn sie nm einen Teil der sweiten, der gleich 1 ist» 
Termehrt wird| das Dreifache des Bestes der sweiten wird. 

Wir wollen nun noch, dafs die sweite Zahl» wenn sie um 
eben denselben Bruchteil der ersten Tcrmehrt wird, das FOnf* 
fache des Kcstes der ersten sei. Da nun die beiden Zahlen 
susammen 4x sind, da ferner die sweite Zahl das erhält^ was 
• die erste abgiebt, ond dadurch das FOnffäche des Restes der 
ersten wird, so mufs auch die fergrdfserte sweite Zahl und 
der Rest der ersten zusamnien 4x geben, und wir werden 
diesen Rest der ersten dadurch erhalten, dafs wir den sechsten 

Teil Ton 4x, d.i. -^x, nehmen. Wenn wir also jx von 3x — 1 

subtrahieren, so werden wir den Ton der ersten Zahl abge- 
gebeueu Betrag erhalten. Bei dieser Subtraktion bleibt aber 

-dP— 1. Dies ist also der Teil, den die erste hergiebt Wird 

dies nämlich von der ersten Zahl subtrahiert und zur sweiten 
addiert, so wird die zweite Zahl 5 mal so grofs sein wie der 
Rest der ersten. 

« 

Es erübrigt noch zu untersuchen, ob 1 derselbe Bruch- 
teil von jr + 1, wie j« — 1 von Sx — 1 ist [ob 

(«+l):l-(3a!~ !):('* -l) 

istj. Wenn man das untersuchen will, muls man jiehen, ob 

das Produkt aus -x — 1 und :r -f- 1 gleich demjenigen von 

Sx — 1 und 1 ist, d. h. man muls jede der beiden Zahlen 
mit dem von der andern abgegebenen Betrage multiplizieren 
und die Produkte gleich setzen. Man erhält 

Jjr« + |ap- l-3«-l, 

und daraus folgt 

6 

*■ 1 
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Die erste ZabI wird also y^ die zweite .• sein. Nun war 

aber der ?on der aweiten Zahl abgegebene Betrag gleich 1, 
und wenn wir sehen , welcher Brachteil der zweiten dies ist, 

■o ergiebt sich ^^* Multipliziere ich beide Zahlen mit 7, so 

ergiebt sich für die erste 8, f&r die zweite 12, und jede giebt 

an die andere r= ihres Betrages ab. Da aber die erste Zahl 

sich nicht durch 12 teilen lafst, so multipliziere ich, um 
Brfiche zu Termeiden, die Zahlen mit 8. Es wird dann die 

erste Zahl 24, die zweite 36 sein, der Bruchteil, d. i. |= der 

ersten wird 14, derselbe Bruchteil der zweiten 21 betragen, 
und dadurch ist der Aufgabe offenbar genQgt*). 



87. Anlliabe. Zwei Zahlen in allgemeinen Aus« 
drQcken zu finden, deren Produkt nnd Snmme ausam- 
men gleich einer gegebenen Zahl sind"**). 

**) Damit die erste Bedingung erfOUt sei, nehmen wir Ia»3«— >ft, 
U^ms-^k an; denn bei dieser Annahme wird I das Dreifache Ton 
II, wenn I um it tergrOfsert, II um k terriagert wird. Nun ist 

k das j^j|^ fache ?on II. Wenn jetit I das jx^f^ke abgiebt, 

so bleibt (8jr — it) (l — ~^ — "'jf^-J^*» md weun II, d. I. 

jr + ^f «« ]!Ti Termehrt wird, so ergiebt sich ^^•.i~* 
Es soll nun 

"ir+k-^ - ^ • liTir 

sein, und daraus folgt 

bk 

wo k unbestimmt bleibt. Somit ist I — -=- , II «■ -y , nnd 
der Bruchteil, den jede abgiebt, rj • 

**) Nur an sehr wenigen Stellen und auch da nur, um die 
Losung anderer Aufgaben Torsubereiten, lOst Diophant Aufgaben 
aO^emeim au£ Von den Qleiohungea der Form o« 4. 5jr -" e, die 
in ganzen Zahlen x, f gelOst werden sollen, und die man dhphaniische 
nennt, kommt in seinem Werke nkht eine einsige tot. Die Losung 
derselben ist in Europa erst von Backet de M^siriae getanden 
worden. . 
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Aoriteoig. bi« gegebene Zfthl aei 8. Wir eelsen die 
er»te Zahl gleich oCi die sweite gleick 8. Dann iat dee Pro- 
dukt und die Summe beider sunammen 4x -f- 8. Wird diee 

gleich 8 geietati »o erb&It man « fc— v • Ea wird aliio die 
erste Zahl j^ die sweite 8 sein. 

Nun Überlege ich , wie der Wert -• von x entstanden 

ist. Offenbar indem ich 6 durch 4 dividiert habe. 6 ist aber 
die Differens s wischen 8 und 3, und 4 ist um 1 gr5rser als 
die sweite Zahl. Wenn ich also die sweite Zahl gans be- 
liebig annehme I sie von 8 subtrahiere und den Rest durch 
eine Zahl dividierei welche um, 1 gröfser als die sweite isty so 
werde ich die erste Zahl erhalten. 

Es sei s. B. die sweite Zahl gleich 9—1. Wird dies 
von 8 subtrahiert^ so bleibt — x, und wenn man dies durch 
eine Zahl dividiert| die um 1 grSfser als die sweite ist, d. L 

durch X, so jDrhält man ■ "^ : dies wird die erste Zahl sein. 

£s ist also durch allgemeine ^usdrQcke bewirkt| dafs das 
Produkt und die Summe der beiden Zahlen a^isammen 8 geben. 
Denn eine L&sung in allgemeinen (unbestimmten) AnsdrQcken 
ist eine solche, bei welcher der Unbekannten in den Aus- 
drücken für die gesuchten Zahlen jeder beliebige Wert bei- 
gelegt worden kann% 

88. Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
SU rindeni dafs das Produkt je sweier derselben^ wenn 
es um die Summe dieser beiden Zahlen vermehrt 
wird, einen gegebenen Wert annimmt 

Es mufs aber jede der drei gegebenen Zahlen eine 
um 1 verringerte Quadratsahl sein. 

*) Sind die gesuchten Zahlen x» y» so soll 

*i^ + (« + y) — ö 

sein, und daraus folgt 
während y unbestimmt bleibt 



/ 
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Aüflteng. Es werde verlangt, dah das Produkt aus der 
ersten und sweiten Zahl, wenn es um die Hummen dieser 
beiden vermehrt worden ist, 8 betrage; dab das Produkt aus 
der sweiten und dritten Zahl durch Addition der Summe 
dieser beiden Zahlen gleich 15 werde; dafs endlich das Produkt 
aus der ersten und dritten Zahl mit der Summe dieser beiden 
susammen 24 ausmache. 

Das Produkt aus der ersten und sweiten Zahl solL wenn 
es um die Summe beider vermehrt wird, 8 geben. Wenn ich 
daher die zweite Zahl beliebig annehme, ihren Wert von 8 
subtrahiere und den Rest durch eine Zahl dividiere, die um 
1 gröfser als die sweite Zahl ist, so werde ich die erste Zahl 
erhalten.' Ich setse die sweite Zahl gleich x — 1. Wird 
dies Ton 8 subtrahiert und der Rest durch eine Zahl dividiert, 

die um 1 gröfser als die sweite ist, so ergiebt sich - — 1, 

und das wird der Wert der ersten Zahl sein. 

Weiter soll ebenso das Produkt aus der sweiten und 
dritten Zahl, wenn es um die Summe beider vermehrt wird, 
15 geben. Wenn ich also dB — 1 von 15 subtrahiere und den 
Rest durch eine Zahl, die um 1 grSlser als 'die sweite ist, 
d. L durch x^ dividiere, so werde ich die dritte Zahl erhalten; 

diese wird daher gleieh -r "^ ^* 

Es erübrigt noch, dafs das Produkt aus der ersten und 
dritten Zahl , wenn es um die Summe dieser beiden vermehrt 



wird, 84 gebe« Dasselbe giebt aber ---r — 1* Wird dies 



84 gesetzt so ergiebt sich c — ^* FolgUch wird die 



erste Zabl j^,. die sweite ^, die dritte ^ sein, und wenn allo ' 
Zahlen auf denselben Nenner gebracht werden, so ist dio erste 
g, die sweite ^t ^^ dritte ??•). 



^) Werden die gesuchtea Zahlen «, y, i genaant, so soll 

«f + (« + f) — « 
f' + (jr + f)-fc 
«f -f (« -f f) -- e 

sein, und durch AuflOsmig dieser OMehtnjien erhllt 
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BQ. AvIlp^lM, Zw«i Zaklea in allgemtiaea Aat- 
drflektn m find«ii| deren Prodakt« wenn et am die 
Summe beider termindert wird, eine gegebene Zahl 
giebi 

AnflAeung, Die gegebene ZaU sei 8. Seiten wir die 
ertte Zahl gleich x^ die tweite gleich 3, to wird dtt Produkt 
der Zahlen, wenn man et um die Summe derselben termin- 
dert, 2x — 3. Wird dieter Ausdruck gleich 8 getetst. to 
ergiebt tich 

« — 6j. 

Alto wird die erste Zahl b\f die tweite 8 sein« 

Nun sehe ich wieder nach , woher der Wert xm»b\ 

entstanden ist Dadurch, dafs ich 11 durch 2 diridiert habe. 
11 ist aber die ^umme der gegebenen und der «weiten Zahl, 
und der. Koeffitient 2 in 2x ist um 1 kleiner alt die tweite 
Zahl. Wenn wir alto die tweite Zahl beliebig annehmen, 
sie tur gegebenen Zahl addieren und die erhaltene Summe 
durch eine Zahl dividieren, die um 1 kleiner alt die tweite 
Zahl ist, so werden wir die erste Zahl erhaltea 

El tei die tweite Zahl gleich x -\- \. Wird dies tu 8 
addiert, so ergiebt sich X'\-9. Dies wird durch eine Zahl 
dividiert, die um 1 kleiner als die tweite Zahl, also gleich x 

iat Dann erhält man 1 + -:r* Auf diese Weise ist die Auf- 

gäbe in uubestimmteu Autdrffcken gel5tt; denn das Produkt 



--! + }/< 






Jeder dieser Ausdrücke ii»t rational, wenn (a4* 1)(^4* l)(^'t* 1) 
eine Quadratiahl ist; es braucht aber nicht, wie Diophant voraas* 
setst, jeder eintelne der drei Faktoren dieses Produkts eine Qun« 
dratsahl tu sein. 
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beider Zahlen giebt, wenn «s . um die Summe deraelben Ter- 
miodert wird, 8*). 



40« Aufgabe. Drei Zahlen von der Beschaffenheil 
so findeui dafs das Prodaki je zweier derselben, wenn 
es nm die SnmmlB dieser beiden Zahlen vermindert 
wird, einen gegebenen Wert annehme. 

Es mafs aber jede der drei gegebenen Zahlen nm 
1 kleiner als eine Qoadratsahl sein. 

AitflBsQBg. Es werde Terlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten und zweiten Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden 
Zahlen vermindert wird, 8 gebe; dafs das Produkt aus der 
zweiten und dritten Zahl, wenn man es um die Summe dieser 
beiden Zahlen vermindert, gleich 16 Werde; endlich dafs das 
Produkt aus der ersten und dritten Zahl, wenn man die 
Summe dieser beiden Zahlen davon subtrahiert^ 24 werde. 

Ich will, dafs das Produkt aus der ersten und zweiten 
Zahl, wenn es um die Summe dieser beiden Zahlen vermindert 
wird, 8 gebe. Wenn ich also für die zweite Zahl einen be- 
liebigen Wert annehme, denselben zu 8 addiere und die 
erhaltene Summe durch eine Zahl dividiere, die um 1 kleiner 
als die zweite Zahl ist, so werde ich nach der vorhergehen- 
den Hilfsaufgabe [lY, 89] die erste Zahl erhalten« 

Es sei x + 1 die zweite Zahl; diM zu 8 addiert» giebt 
fl? -f 9. Wird dies durch eine Zahl, die um 1 kleiner als die 

zweite ist| also durch « dividiert^ so ergiebt sich 1 + -2* » 

vnd dies ist die erste Zahl Kbenee erhllt man fttr. dio 

dritte Zahl 1 + 7^1 ^^ damit sind zwei Fofdeningeii der 
Aoligabe erfUlL 

^) Die Oleiehuag 

«**-(« + ») — « 
giebt 

wo p mbestiiiunt bleibi 
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Nun erflbrigl moeh, dab das Ptodnkt mm dar «nfan oad 
Zahli wann ea um dia Samiiia dicaar baidan SSaUaa 



Tarmindait wird| 24 gaba. Dasialba wird abar -^ — 1. Wann 

man dieaan Aüidruck glaich 24 aattl^ ao arbili man 

if 

Dia arata Zahl wird alao j^ , die swaiia ^- , dia dritta -ri *^in* 
Will man dia BrQcha glaiehnamig machan, ao mofii flaan alla 
auf dan Nanner 60 bringen; dia arata Zahl wird dann —, 

dia s weite — , dia dritta ^ aein*). 



41. Anlii^aba. Zwei Zahlen in allgemeinen Ana- 
drOckan in finden, deren Produkt and Summa i« 
einem gegebenen Verh&ltniaae su einander alahan. 

AuflSaoBg. Ea werde verlangt, dafa daa Produkt daa 
Dreifache der Summe der beiden Zahlen aei« Setzen wir die 
erate Zahl gleich x, die*sweite gleich 5, ao iat daa Produkt 
beider öx, und diea aoll daa Dreifache ron x -{- 5 aein, ao dafa 

3a; +16«* 6a:, 
alao 

«— 7j- 
iat Ea wird aomit die erate Zalil 7|, die aweite 6 aein. 

*) Die Gleicbungen 

«y — (« + y) — • 
yif — (jf + if) ^ ft 

XM (« + if) ■• « 

geben 



^_-_ ./(«+!)(« + ») 



6-f 1 






(a 4- »)(» + ») 



wonach witdcr Diophasto Detormination la bariebtigM iat 
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Sehen wir jetzt, wie der Wert x mm 1^ entttanden ist 

Offenbar dadurch, dars wir 16 durch 2 difidierten. 15 ist 
aber daH Produkt aus der swetten Zahl und der gegebenen 
Verhältniflzahl, und 2 ist die Differenz swischen der zweiten 
Zahl und der gegebenen VerhSItnissahl. Wenn wir also die 
zweite Zahl beliebig annehmen, ihren Wert mit der Verhält- 
niszahl multiplizieren und das Produkt durch die Differenz 
swischen der zweiten Zahl und der Verh&ltaiszahl diridieren, 
so werden wir die erste Zahl erhalten. 

Es sei die zweite Zahl gleich x\ wird dies mit der Ver- 
hältniszahl muttiplizierti so erhält man Sx, und wenn man 
dies Produkt durch die Differenz zwischen der zweiten Zahl 
und der Yerhältniszahli d. i. durch a; — 3 diTidiert, so erhält 

man — ^: das ist der Ausdruck fOr die erste Zahl*)« 



48. Aufgabe. Drei Zahlen Ton solcher Beschaffen- 
heit zu finden, dafs das Produkt und die Summe je 
zweier derselben in einem. gegebenen Verhältnisse zu 
einander stehen« 

Auf ISsuBg^ Es werde Tcrlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten und . zweiten Zahl das Dreifache der Summe dieser 
beiden, das Produkt aus der zweiten und dritten Zahl das 
Vierfache der Summe dieser beiden, endlich das Produkt aus 
der ersten und dritten Zahl das FttnfTache des Summe dieser 
beiden Zahlen sei. 

Wird die zweite Zahl gleich d? gesetzt, so ist nach der 

Torhergehenden UilfMofgkb« die ente Zahl -^ • Aaf dieaelDe 

W«M «rhftit man fllr die dritte Ziikl ^^i> 

Es erObrigt noch , dab das Produkt aus der ersten und 

'' ^) Aus der Aanahm^ 

cjf -• fii(r + ») 
folgt 

• Iß ■■■ - — -^.~ • . . 
y -«• 
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dritten Zahl dM FOnffiioh« dar Samiiie didter beidm Zaldeii 
mL Om Produkt aui der erttan und dritten Zahl iit aber 

4 . .^ — i^-. and die. Bamme der ersten und dritten Zahl 
ist jrxijirii* Wenn man nftmlieh »wei BrOehe, wie 

i7~i *^ äT^ addieren toll, eo mnltiplisiert man den Zfthler 

eines jeden Bruches mit dem Nenner des andenii also Sx 
mit dem Nenner des sweiten Bruchs, d. i. x — 4, und ebenso 
4 X mit dem Nenner des ersten Bruchs , d. i. o; — 3. Auf 
diese Weise bildet man den ZShler 7x* — 2Ax der Summe 
der Brflche. Der Nenner derselben wird durch Multiplikation 
der Nenner der Brüche erhalten, welche a^+ 12 — 7x ergiebt. 
Wir haben aber als Produkt der ersten und dritten Zahl 

erhalten. Daher ist -. -.— ^ — =— das Ffinffache 



«■ + 1« — ix "•••—•''— ^ — ap« + i« — ix 

der Summe beider Zahlen.. Wenn man aber diese Summe 

6 mal nimmt, so erh&lt man -. ; vi — «* D^ >*^ gleich 

' «• -f- 1» — I« ** 

IS X* 

, , • Wird Alles mit dem gemeinschaftlichen Nenner 

31^ -{- 12 ^ 1 oT^ltiplisierty so ergiebt sich 

12x« — 85a:«- 120a:, 
und daraus folgt 

ISO 

X warn • 

* SS 

M X • Ax 

Nun war die erste Zahl = , die sweite x, die dritte -; — r • 

Es ist aber x -« -^ gefunden worden. Wenn wir diesen Wert 
in den Ausdruck fQr die erste Zahl einsetsen, so wird Sx 

S60 

gleich -r^- sein, und es bleibt noch der Nenner su bereehnen. 



FQr den Wert « ■» -^r- wird x — 3 gleich rr; es ergiebt sieh 



sec 
si 



seo 
also für die erste Zahl -rr- • Die sweite Zahl, deren Ausdruck 



kein x im Nenner hat, ist -rr-* Die dritte Zahl wird &hn- 



iSO ARO 

lieh wie die erste bestimmt Fflr ^ *" -^j wird 4x ■» ^ , 



/ 



/ 
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and ebenso wird für dp ■« -^ der {(eiuier ir — 4 ■« ^^; et er- 

giebl eicli also fllr die dritte Zahl ~, und diese Werte ge- 
nügen offenbar der Aufgabe^). 



48. AuliBaba. Drei Zahlen Ton soleher Besehaffen- 
heit SU finden, dafs das ProdnJct je sweier derselben 
cur Summe aller drei Zahlen in einem gegebenen 
Verhältnisse stehe. 

Anflfisung. Es werde verlangt, dafs das Produkt aus der 
ersten und sweiten Zahl das Dreifache der Summe aller drei 
Zahlen sei; dafs das Produkt aus der iweiten und dritten Zahl 
das Vierfache dieser Summe sei; dafs endlich das Produkt aus 
der dritten und ersten Zahl das FQnffache der Summe aller drei 
Zahlen sei. 

Es soll das Produkt je iweier Zahlen zur Summe der 
drei Zahlen in einem gegebenen Verhältnisse stehen. Daher 
nehme ich sunächst eine Zahl gans willkQrlic)i an und suche 
drei Zahlen Ton der Beschaffenheit, dab das Produkt je sweier 
der letzteren zur willkQrlich angenommenen Zahl in dem ge- 
gebenen Verhältnisse stehe. Die willkürlich angenommene. 
Zahl sei 6. Da nun das Produkt aue der ersten und zweiten 
Zahl das Dreifache der willkürlich angenommenen Zahl, d. L 

« 

■ II »|..M,. .. ■ • 

*) El mU •Ugmneia 

i.n— ft(i-i-n), ii.m— m(ii-f m), i.m— «(i-f in) 

Mta. WM II — « g«Mttt, M Bub I — -^, m — -~- 
sein, und die Mate der drei Bedingungen UII«-N(I-^III)|d.L 

kk ^ mm r km ^^ et« 1 

liefni dann 

— *« -h *!• -f- •»• 
so dab sieh 

ergiebt* 
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6^ iat, 10 wird dM Pfodakt us der mnlUm und vwmUm ZsU 
lA Milk BatsM wir ftliio die sweite ZaU gleich g, so wild 

die erste -- betragen. Da weiter des Produkt aas der swet- 

ten oiid dritten Zahl das Vierfache von 6 ist, so ist das 

Produkt aus der sweiten und dritten Zahl gleich 20; es ist 

aber die sweite Zahl gleich X] folglich wird die dritte 
so 



Es erübrigt noch, dafs das Produkt aus der ersten und 

100 

x< 



drttteu Zahl, d. i. , , das Fünffache fon 5 sei; dies giebt 



300 — 251:«, 

und wenn sich diese beiden Ausdrücke wie swet Quadratzahlen 
zu einander irerhielten, so wäre die Aufgabe gelöst. 

Die Zahl 300 ist durch Multiplikation ron 15 mit 20 
entstanden. 15 ist aber das 'Dreifache ron 5, und 20 ist das 
Vierfache Ton 5, Wir wollen nun, dab das Dreifache ron 5, 
wenn es mit dem Vierfachen ron 5 multipliziert wird, eine 
Zahl giebt, die sich zum Fünffachen ron 5 verbalte, wie eine 
Quadratzahl zu einer andern Quadratzahl. Die Zahl 5 ist 
dabei willkürlich angenommen. Ich bin also dazu geführt, 
eine Zahl von der Beschaffenheit zu suchen, dafs das Drei- 
fache derDolben, multipliziert mit ihrem Vierfachen, ein Pro- 
dukt giebt, welches sich zum Fünffachen derselben Zahl wie 
ein Quadrat zu einem andern Quadrat verh&lt. 

Diese gesuchte. Zahl sei x. Multipliziert man das Drei- 
fache mit deüi Vierfachen derselben, so erhalt man 12a^. 
Dies soll sich zum Fünffachen von x wie eine Quadratzahl 
zu einer andern Quadratzahl verhalten. Es sollen sich also 
\2x^ und 5a; wie zwei Quadratzahlen verhalten. £u wird folglich 
das Produkt beider Zahlen selbst ein Quadrat sein müssen, 
oder GOo:^ mufs gleich einer Quadratzahl sein. Diese sei 
900a:', so ergiebt sich x «* 15. Die gesuchte Zahl wird also 
15 sein. 

Ich nehme daher 15 statt der willkürlichen ZahL Dann 
wird das Produkt aus der ersten und zweiten Zahl 45 sein, 

da die sweite x sein soll, so wird die erste sein« 
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Ebenso ergiobt »ich fUr die dritte Zähl • Et crObrigl noch| dah 

das Trodtikt aus der ersten und dritten Zahl, d. i — r. das 
FUnfTache Ton 16^ also 

«700 -- 

^# -76 
sei; daraus folgt 

Es wird somit die erste Zahl 7 1 , die sweito 6, die dritte 10 

sein. Wäre nun die Summe dieser drei Zahlen gleich. 15| uo 
wäre die Aufgabe gelost 

Ich setze jetzt die Summe der drei Zahlen gleich 15.r^ 
die Zahlen selbst aber gleich x mit den gefundenen Werten 

als KoeffBaienten, nimlich die erste gleich T^d^i die aweite 

gleich 6xp die dritte gleich lOx; dann ist noch an bewirkeni 
dafs die Summe der Zahlen I6x* sei. Diese Summe ist aber 

2S\x. Abo ist 
und dsraus folgt 

*~80' 

S5S| 2es 

Daher wird die erste Zahl -^ , die aweite ^ , die dritte 

470 . «. 

^) Wenn man die gesuchten Zahlen mit jr, y« i , ihre Suomie 
(▼orliufig) mit $ bexeichnet, so soll 

»jr -■ *S| jff — m$, $Bmm n$ 

9 

sein. Daraas folgt 

.+,+#, dA—y; [)/!=•+ v^+y*y]. 

.-»-.-(l + 5 + i)'' 



^SIA« 
\ 
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'• 



44. Anltp^b«. Dr«i Zaklen von tolektr Betekaffea* 
heil stt rinden, daft die Bnmme derselben, wenn ei« 
mit der ereieni Zahl multiplisiert wird, eine drei« 
eckige Zahl giebi; wenn sie mit der sweiten mnitip« 
lisiert wird, eine Quadratiahl; wenn sie mit der 
dritten multiplisiert wird, einen Knbae, 

• • 

AnfiSsimg, Wir leiten die Summe der drei Zahloi gleieh 
x'f*) die erete Zahl gleich einem quadratischen Bmeh mit 

einer dreieckigen Zahl all Zflhler, etwa gleich -|, die sweite 

Zahl gleich einem quadratischen Bruch mit einer Quadratzahl 

als Zähler, etwa gleich -, , endlich die dritte Zahl gleich 

einem quadratischen Bruch mit einer Kubikxahl als Zthler^ 

etwa gleich , • Wird dann o;' mit der ersten Zahl mnlti- 

plisiert, so giebt das 6, also eine dreieckige Zahl; wird a^ mit 
der zweiten Zahl multipliziert, so erhült man 4, also ein 
Quadrat, und wird x^ mit der dritten Zahl multiplisiert, so 
erb&lt man 8| also einen Kubus. 

Es erübrigt noch, dufs die Summe der Zahlen gleich 2^ 

sei. Diese' Summe ist aber - , • Das soll gleich j^ sein. Wird 

alles mit x* multipliziert, so ergiebt sich x> -db 18. Es mfifiite 
also 18 ein Biquadrat sein« 18 ist aber die Summe einer 
dreieckigen Zahl, eines Quadrats und eines Kubus. Es kommt 
also darauf an, ein Quadrat zu suchen, dessen Seite eine Qua- 
dratsahl ist, und dasselbe in eine dreieckige^Zahl, ein Quadrat 
und einen Kubus su zerfallen. 

Dieses Biquadrat sei u^^ das Quadrat aber x* + l-— ix*. 



Es ergiebt sich also 

*) Die Bedingung, dafs die Summe eine Qaadratsahl sein 
solle I ist in der Aufgabe nicht ausgesprochen und ersehwert die 
Lösung. 



/ 
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Wenn man tiun ^ -f* 1 ~t 2«* von x^ lubtrnliieirt, so bleibt 
2a^ — 1| and dieser Ausdruck soll wiederum in einen Kubus 
und eine dreieckige Zahl zerlegt werden. Der Kubus sei 8; 
dann bleibt fQr die dreieckige Zahl 2«* — 9. Nun giebt jede 
dreieckige Zahl, wenn man sie mit 8 multipliziert und das 
Produkt um 1 vermehrt, ein Quadrat. Folglich mufs \%7f — 71 
gleich einem Quadrat sein. Setze ich diesen Ausdruck gleich 
dem Quadrat über Ax — 1, so erhalte ich 

« — 9. 

Somit wird die dreieckige Zahl löS, das Quadrat 6400| der 
Kubus 8 sein. 

Jetzt gehe ich zu der ursprünglich gestellteil Aufgabe zu- 
rück und setze das Quadrat, welches gleich der Summe der 

drei Zahlen sein soll, gleich x*, die erste Zahl gleich --^ ^ 

damit durch Multiplikation mit der Summe eine dreieckige 

Zahl entstehe. Die zweite Zahl setze ich gleich <-, damit 

durch Multiplikation mit der Summe ein Quadrat entstehe; 

die dritte Zahl endlich setze ich gleich -j, damit sie, wenn 

sie mit der Summe multipliziert wird, einen Kubus gebe. 
Wenn ich jetzt jede der drei Zahlen mit sf mültiplizierei so 
wird die erste Zahl zu einer dreieckigen Zahl, die zweite tu 
einem Quadrat, die dritte zu einem Kubus. Es müssen nun 
noch alle drei Zahlen zusammen gleich «* sein. Es ist also 
ihre Summe 

Wird alles mit «* multipliziert, so erhUt man 

«" — 6661 
und daraus 

s«-9. 

Folglieh wird die erste Zahl ^, die zweite ^, die dritte 

a 

U sein, und dieee Werte genügen offenbar der Aufgabe*)» 

*) Es soll oben 9«* •- 1 in einen Kabns und eine Dreieck- 
saU terisgt werdsn. • Wird der Kubus gleieh a' t«Mtat| so soll 
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46. AnllpilM. Driti ZabUn von der Besohaffenheit 
SQ findeo» dafa dia- Differens swiichaii der grSfaten 
aiid der mittleren sur Differena awiachen der niitt* 
leren und der kleineten Zahl in einem gegebenen 

3«* — a'- — 1 eine Dreieckauibli alaO| uaob dem angowandiea 
Sat^e, ICx* •*- 8 a' *- 7 ein Quadrat »ein. Da eine Dreieck- 
xaki kein Brucb sein kann, io hat man die Seite die»e8 QuadraU 
so tu wäblen, itafi mau iUr r eine ganie Zahl erhalt. Ihis wird 
immer durch die Aunuhme 

iüj« — 8#i^— 7 — (4x - I)* 

erreicht, denn diese liefert x «" ii* -|- 1. Dachet meint nun, dafi) 
die Seite des gebuchten Quadrat» tkberhaupt kaum eine andere 
Form haben küune; davon habe er »ich durch den Versuch Ober* 
zeugt. Hierauf erwidert Fermat: nDer von Dachet ange- 
stellte Versuch ist nicht genau genug. Wenn man eine 
beliebige Kubiksahl, z B. eine solohei deren Seite von 
der Form du -|- I, etwa 7 i(»t, Jj^nutzt, so hat man 
2x^ — 344 in eine Dreieckzahl, also Iöjt* — 2751 in ein 
Quadrat tu verwandeln, und als Seite diese» Quadrats 
kann man etwa Ax — 3 nehmen. Auch hindert nichts, 
statt 3 jede beliebiKe audere ungerade Zahl zu gebrau- 
uheu, wenn andere und andere Kubikzahlen genommen 
werdeu.^' 

Werden ttbrigeu» tUe Zahlen mit x, j^; i bezeichnet und die 
Sumuie deruelben, die keine Quadratzahl zu sein braucht, gleich s 
gesetzt, so soll ^ 

(2) .V* — ii* 

(3) r* — i/ 
sein. Aus (l) folgt 

. 8xi< + l — 4m* + 4«M + 1 — (9iM + 1)«; 

al»o i»t, wenn 2mi -f- 1 "" ^ gesetzt wird, 

•I» - 1 ji« e« 

und somit 

a« T^ • ^ f '• 

d. h. 

oder für n «■ 41? ^jl;: 1 
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Verhalinimf* niehe, nnd iIhTb «iii^leirli die Somitie je 
sweier diegcr Zahlen ein Quadrat sei. 

■ 

AnflSeiug. Es werde. ? erlangt, dar« die DiffVrrni swischen 
der grohten und der mittleren Zahl da« Dreifache der Differenx 
zwischen der mittleren und der kleinsten Zahl sei. 

Weiter soll die Summe der mittleren und der kleinsten 
Zahl ein Quadrat geben; dieses Quadrat sei 4; dann ist also 

« 

die mittlere Zahl gr5fser dls 2; dieselbe sei x -f* ^i so ^inl 
die kleinste Zahl 2 — x ^ein. Nun soll die Differenz «wischen 
der grfthten und der mittleren Zahl dreimal so grofs sein, 
wie die Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten. 
Die Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten Zahl 
ist aber 2.r^ die Differenz zwischen der grAtiten und der 
mittleren wird folglich ^x sein^ und daher wird die gr&fsto 
Zahl 7x4- 3 betragen. 

Es sind jetzt noch zwei Forderungen zu erfSllen, nilmlich 
dafs die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl ein 
Quadrat sei, und dafs ebenso die grSfste und die kleinste Zahl 
zusammen ein Quadrat geben. Es entsteht also eine doppelte 
Gleichung; es mufs nämlich sowohl %x -f 4^ als auch Gjt -f* 4 
ein Quadrat sein. Da die Ton x unabhängigen Glieder beider 
Ansdrücke Quadratzahlen sind, so ist die Gleichung leicht 
zu lösen. 

Ich wähle zwei Zahlen,* deren Produkt 2x ist; denn ab 
ist, wie wir wissen, mit der doppelten Gleichung zu Terfahren. 

Diese Zahlen seien -r x und 4; dann ergiebt sich x^— 112. 

Wenn ich nun aber diesen Wert in. die Ausdrflcke fllr die 
gesuchten ZaUen einzusetzen Tersuche, so ergiebt sich, dafs 
es unmöglich ist, den Wert von x^ d. i. 112, Ton 2 zu sub- 
trahieren. Ich will daher einen Wert von x ermitteln, der 
kleiner alr 2 isL FOr einen solchen Wert wird 6« -f ^ 



Hierin sind t, q Töllig willkOrlieh [allerdings mars h eine gauie 
Zahl sein], und jede Zerlegung Ton 9f ^ ^ + 9* in sw6i Fak- 
toren giebt ein Bur susammengehöriger Werte ton t und ji. 
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kkiatr •!• 16 wmm. Wenn aialidb n 6« der Wert s — 9 
•ingeMlst «04 dburaof 4 •44iert wif4p ao gkbk dM 16. 

W«iiii ieh BU jeden der Audrlkke 8x + 4 und 6jp + 4 
ftt einem Qui4mt uMche, eo 1014, 4e «neh 4 ein Qoednt iit» 
drei Queomte dn, nimfick 9» + A, 6x + 4 und 4, und die 
Differens swiieben dem gröfMen nnd dem mittleren iet der dritte ' 
Teil der Differens iwiechen dem mittleren nnd dem Ueineten*). 

Es kommt aleo dnmnf an, drei Quadrate von der Be- 
leliaffenbeit su flucbeo, dafa die Differens twieeken dem gr&fsten 
und dem mittleren der dritte Teil der Diffierenz swiaeken dem 
mittleren und dem kleinsten ist, und dafa dabei das kleinste 
4 betragt, daa mittlere aber kleiner als 16 ist. 

Wir setzen das kleinste Quadrat gleich 4, die Seite des 
mittleren aber gleich a; 4* 2» '<' ^i^ dieses mittlere Quadrat 
selbst ^i;* + 4« + 4 sein. Da nun die Differens zwischen dem 
gr&fsten und dem mittleren Quadrat der dritte Teil der Diffe- 
renz zwischeu dem mittleren und dem kleinsten ist, und da 
die Differenz zwischen dem mittleren und dem kleinsten a^4*4jp 
beträgt, also die Differenz zwischen dem gr5fsten und dem mitt* 

lereu 3^ + l\x sein wird, da ferner das mittlere Quadrat 

0'*' 4" 4x' + 4 ist, so wird das gröfste gleich 

l{x« + 5|ap + 4 

sein. Dieser Ausdruck soll ein Quadrat sein. Multipliziert 
mau denselben mit 0, so ergiebt sich 12a^ + 48j; -f 36, nnd 
das mufs auch ein Quadrat sein; dann mufs aber auch der 
vierte Teil, d. L 3x^ + V2x + 9. ein Quadrat sein. 

Nun soll aber das mittlere Quadrat kleiner ala 16, also 
seine Seite kleiner als 4 sein. Die. Seite des mittleren Qua- 
drats ist aber x -{-2. Es ist also x -f ^ kleiner ala 4, nnd 
wenn beiderseits 2 subtrahiert wird, so folgt, dab x kleiner 
als 2 sein mufs. Ich will jetzt 3x* -f* 1^^ + ^ in «in Qua- 
drat veirwandeln. Zu diesem Zwecke bilde ich das Quadrat 



•) Wenn I -- II — 3(11 — III) ist, so Ut auch 

(I + II) - (I + 111) - I [(I + III) - (II + III)J 
nd umgekehrt 



IV. Bueb. ^ 187 

Ober der Differenz Ton 3 and x mit einem beliebigen Koef- 
fizienten. Dann erhalte ich als Wert Ton x das um 12 Ter* 
mehrte Sechsfache dieses Koefßrienten, diridiert durch die 
Differenz zwischen dem Quadrat jener willkflrlich gewählten 
Zahl und dem Koeffizienten 3 ron af in dem Ausdruck| wel- 
cher in ein Quadrat Terwandelt werden soll*). 

Ich bin also dazu geftlhrt| eine Zahl Ton der Beschaffen- 
heit zu suchen I dafs, wenn man sie mit 6 multipliziert, zum 
Produkt 12 addiert und die Summe durch die Differenz diri- 
dierti die erhalten wird, indem man das Quadrat der Zahl 
um 3 Tcrminderti der entstandene Quotient kleiner als 2 sei. 

Es sei X diese gesuchte Zahl. Wird dieselbe mit 6 mul- 
tipliziert und zum Produkt 12 addiert, so giebt das 6x-|- 12; 
das um 3 Terminderte Quadrat der Zahl ist aber o^ — 3. Ich 
will nun, dafs, wenn %x 4- 12 durch a:* — 3 diTidiert wird, 
der Quotient kleiner als 2 sei. Wenn man aber 2 durch 1 
diTidiert^ so erhUt man 2 zum Quotienten. Es soll also das 
Verhältnis Ton 6x -f- 12 zu x* — 3 kleiner sein, als das Ver- 
hältnis Ton 2 SU 1. Daher ist auch das Produkt der äufseren 
Glieder nicht gleich demjenigen der inneren, nämlich das Pro- 
dukt aus 6jp -|- 12 und 1 kleiner als das Produkt aus 2 und 
j;" — 3, d, h. es ist 

6;r -f 12 kleiner als 2a;* — 6. 

Wird die abzuziehende Zahl beiderseits addiert, so folgt, dafs 

23f grdfser als 6x -|- 18 
sein muls. 

Um jetzt eine Vergleichung anzustellen, multiplizieren 

wir den halben Koeffizienten Ton x mit sich selbst und 

erhalten 9; darauf multiplizieren wir 18 mit dem Koeffizienten 

2 Toti «* änd erhalten 36. Wird dazu 9 addiert, so erhält 

man 46; die Seite des Quadrats, welches gleich 46 ist, ist 

nicht kleiner als 7 [d. k liegt zwischen 6 und 7]. Zu 7 

addierte wir den halben Koeffizienten Ton 'x und diTtdieren 

die Summe dnreh den KoefBsienten Ton j^, so ergiebl sieh| 

•) Di« ABMbM Sc* 4- 1>« 4- 9 » (S — ftv)* Uetet 

•ft •(• U 
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ilab X uiclii kleiuer ttla 5 Hi*in darf fnwiiicheii 4 und 6 li<>K®o 
inurs]'!'). Ich linde loniit, dufii 3x9 -f" 1^' + ^ gleich dem 
Quadmt Qber der Seite 8 — 6x su eetien ial^ und mm 

a*» + 12« + ?^ - (8 — ß«y 
folgt 

4« st 

tt XX 

Ick huite aber die Seite de» mittleren Quadrat» gleich x -f* ^ 
gemutzt; die Seite dieHCii Quadrats wird aiiK> ..| da« Quadrat 

aelbtft «ouiit -^-- üüiu. 

Jetzt gehe ich ku der ufriprQnglioh geetellteu AofgiktN) 
Qlier und «etze da« Quadrat 

Wird alles mit 121 multiplisiert, so ergiebt sich 

1865 

7«e ' 

WU8 weniger als 2 ist. 

Dieson Wert setzen wir in die AusdrQcke ffir die lurtprflng- 
lieh gesuchten Zahlen ein. Wir hatten die mittlere Zahl gleich 
X + ^f <Ii^ kleinste gleich 2 — x, die gröfste gleich 7x -f- 9 

gesetzt. Es wird also die gröfste m^^ ^ die zweite -m^t die 

dritte oder kleinste ^ sein. Da der Nenner 726 keine Qoa-' 

dratzahl ist, während ihr sechster Teil, d« L 121, eine solche 
ist, so heben wir jede der drei Zahlen durch 6; es wird sich 

dann fUr die erste -j^^ , fQr die zweite ---> , fflr die dritte 

Xi\ ' . 

T21 ^''8®^^^* ^"^ ^^^ Zahlen mit ganzen Zählern erhalten, 

d. h. den Bruch y fortschaflen, so hat man alle Zahlen mit 
4 zu erweitern. Es ergiebt sich dann fQr die erste Zahl 

•) 2jr«>6jP+18. (2*)«- 6(2«)>86, 

i^ixY — 6(2ap) + 9>46, 

2x — 3 lie^ zwiBchen dun ganzen Zahlen 6 und 7, 2x iwisehen 
9 und 10, ^ X wischen 4 und 5. 






lY. Boeb. 189 

^ , f&r die tweite^ -- - ^ fOr die dritte r^ ^ and diese Werte 
genflgen offenbar der Anfgabe*). 



46. Anfliabe. Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
an finden, dafs die Differeni swischen dem Quadrat 
der gröfsten und dem* Quadrat der mittleren Zahl 



*) Bach et lehrt bei der Besprechung dieser Aufgabe sein 
Verfahren, Ausdrücke wie 

ax 4* ^1 tt '\' ä, 

in welchen a^ e Ton einander versohiedon sind und sich nicht wie 
swei Quadratzahlen lu einander verhalten, nnd in welchen auch 
d, d ungleich sind, ni Quadraten lu machen. Er hftlt die Auf- 
gabe aber nur in den beiden folgenden Fftllen ftlr mOglich: 

1) Wenn die Differenx der beiden Ausdrücke, nachdem sie 
mit einer geeigneten Zahl multipliziert oder durch eine solche Zahl 
diTidiert worden ist, um eine Quadratzahl kleiner ist als der 
kleinere der beiden Aufdrflcke. Das ist s. B. der Fall l>ei den 
Ausdrucken 3T-f-13, ^ + 7. Die halbe Differenz beider ist 
nftmlich uro 4 kleiner als jr -f* 7. 

2) Wenn die Differenz beider Ausdrucke nach Multiplikation 
oder Dirision mit einer geeigneten Zahl gröfser als der kleinere 
Ausdruck ist und zwar um eine Zahl, deren Verhftltnis zu der als 
Multiplikator oder Divisor benutzten ein quadratisches isi Das 
ist z. B. der Fall bei den Ausdrücken 6c + 26, 2a; + 3; die 
halbe Differenz derselben betrigt 8 mehr als 2x -t" 3, und 
es ist 8:2 — 2*: 1*. 

Format bemerkt dazu: „Es sei aber aufgegeben, jeden 
der beiden Ausdrücke 2ar -f 6, 6r 4* 3 zu einem Quadrat 
in maohen. Die Quadratzahl, welcher man 2« -|- 5 gleich 
zu setzen hat, ist 16, und diejenige, welcher man 6jr-|-8 
gleich zu setzen hat, ist 86; auch lassen sich noch un- 
endlieh riele andere Quadratzahlen bestimmen, weicht 
gleichfalls der Aufgabe genügen. Es ist auch nicht 
sehwierigi eine allgemeine Regel für die LOsung Ton 
Aufgaben dieser Art zu geben, so dafs jene Besohrln- 
knng Bachet's kaum eines solchen Mannes würdig ist; 
denn. was er fUr iwei Fülle gefunden hat, lüfst sich sehr 
leicht auf unendlich Tiele andere, ja sogar auf alle über- 
haupt möglichen Fülle ausdehnen.** 
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lur Differeos swiscliaB der mitUeraB ond der klein- 
iien Zahl io einan gegabenaii*VarkiltBiaea siehe, and 
dafs sogleich die Summe je sweier dar Zahlen ein 
Quadrat gebe. 

• 

AuflüauBg. Die Differenz swiachen dem Quadrat der 
gröfaten und dem Quadrat der mittleren Zahl eoU das Drei- 
fache der Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten 
Zahl sein. Femer sollen die gröfsie und die mittlere Zahl 
zusammen ein Quadrat geben; dies Quadrat sei 16a^; dann 
ist die gröfste .Zahl grdfser als 8^; dieselbe sei 8x' -f" 2« 
Da nun die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl 
gr5fser ist als die Summe der grdfsten und der kleinsten 
Zahl, und da die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl 
IG^p* ist, so mufs die Summe der gröfsten und der kleinsten 
Zahl kleiner als 16^, aber grober als 8j^ sein. Die Summe 
der gröfsten und kleinsten Zahl sei gleich 9x*. Es ist aber 
die Summe der gröfsten und der mittleren Zahl 16^ und die 
gröfste Zahl gleich 8x' + 2; also wird die mittlere Zahl gleich 
8x* — 2 und die dritte Zahl x* — 2 sein. 

Da ich nun will, dafs die Differenz zwischen dem Quadrat 
der gröfsten und dem Quadrat der mittleren Zahl das Drei- 
fache der Differenz zwischen der mittleren und der kleinsten 
Zahl sei, die Differenz zwischen dem Quadrat der gröfsten und 
dem Quadrat der mittleren Zahl aber 64a^ beträgt, während 
die Differenz zwischen der mittleren und kleinsten Zahl Tai^ 
ist, so mufs 64a:' das Dreifache Ton 7^ sein. Wenn ich aber 
Tx* mit 3 multipliziere, so giebt das 21 j:', und der Koeffizient 
64 Ton 64 0^ ist durch Multiplikation fon S2 mit 2 entstanden. 

Es liegt mir also ob, eine Zahl zu suchen, welche mit 
82 multipliziert, 21 giebt Es ist das ^^* Ich setze also die 

erste Zahl gleich 8a^ + §{1 ^^ mittlere gleich 8«*— g^, die 

■ 

dritte gleich i^ — 1|* 

Dana bleibt noch eine Forderung zu erfüllen, dafs näm- 
lich die Summe der mittleren und kleinsten Zahl ein Quadrat 
gebe. Die mittlere und die kleinste Zahl haben aber zur 
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4S 



Samnie 9a^ ^ ^ • Selten wir dieeen Anednick gleieh dem 
Quadrat aber der Seite 8« — 6, eo ergiebt eich 



»^ 



hii 



Die erste Zahl wird also ^.^ , die sweite -iär..^- » die 



^"*** Ml Tfi ■^■^• 
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^) Et tei 6' eine Qnadratiahl, die kleiner als 4 a' and grOber 
als 2«^ ist; ferner sei h eine noeh in bestammende ZahL Dann 
ntauttt Diophaiit 

t.SaV + kf II — Sa*«* — ftt m — (fr* --- SaV"-* 
na. Die OMehnng V-^H^^ 8(1! — III) liefert ihm den WeH 

Ite« - a6« 



ft — 



wnd es bleibt nnr noeh D + m» d. t t^n*— >ft fai ein Qnadrat 
an irerwandeln. Da der KoefBsient von n* eine Qnadvaltahl bli 
ne madit mss keme Bmiwiengkelt» 
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L Aufgate. Drei in geometrischer Proportion 
iiteheude Zahlen tu finden, ? on denen jede^ wenn sie 
um eine gegebene Zahl fermindert wird, ein Quadrat 
giebt. 

Auflösung. Die gegebene Zahl eei 12. Es besteht aber 
eiue geiimeiriscbe Proportiou, wenn das Produkt der beiden 
äufseren Zahlen ein Quadrat ist, dessen Seite die mittlere 
Zahl ist 

Ich suche zuerst eine Quadratzahl, welche ein Quadrat 
bleibt, wenn sie um 12 vermindert wird. Das ist leicht^ und 

en ergiebt sich 42 1- Du her setze ich die eine der äufseren 

•I 

Zahlen gleich 42|, die andere gleich x*. Dann wird die 

mittlere Zahl Gy-x sein. 

Es erübrigt noch, dafs jede dieser beiden Zahlen, wenn / 
sie um 12 vermindert wird, ein Quadrat ^iebt. Es mufs alsti 

;i^ — 12 gleich einem Quadrat sein, und ebenso mufs 6^ je; — 12 

eiu Quadrat werden. Die Diflerenz dieser beiden AuiidrQcke 

ist o:' — Ü^x. Dieselbe ist das Produkt aus ^ in x — 6^- • Wird 

die halbe Dillerenz dieser beiden Faktoren mit sich selbst 

169 

multipliziert, so ergiebt sich , und wenn mau diese Zahl 

gleich dem kleineren Ausdruck, d. i. gleich 6* j? — 12 setzt, 
so erhält man 



X — 



sei 

104 
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Somit wird die ertte ZM 42|, die tweite j^' , die dritte 

laostt . *v 

ToTii ■^•)- • 



i. Aufgabe. Drei Zahlen tn finden, die in geome- 
trieeher Proportion etehen^ nnd Ton denen jede, wenn 
sie nm eine gegebene Zahl Ter(nebrt wird, ein Qna» 
drat giebt 

• • 

^) Iflt ä die gegebene Zahl, lo folgt an« der Amiahnie 

'ieh mllll^ wo k nnbestimnt bleibt Setien wir also mit Diophaat 

■o find bereite die Forderungen 

t . III — n'y I HF o gieioh einem Qnadrat 
erfUDti and et ittnnr noeh jeder der beiden Anadrfleke 

n «iarai Qiuidimt ta naelMa. D» die Differaoi b«id«r AndrSak« 

tet, m bftbea wir 

• \fk-} «-• + • 

E« eelaen und erhalten leieht 

*— ei{a±t«) • 

•o daft sieh /d±tY „ ••±»«*Hi*! 



m - (fl^ "•*" +ÜV 



ergiebt Diephaate Lfleang der erelen Aoljipibe folgt Uerane fllr 
m «• 19, kmm 1, die der iweiten fllr a -• 90, lo 1. 

*^) Das obere Voneiehen gilt fllr die ertte, dai entere fllr 
die tweite (folgende) Aufgabe. 

nurbtatf ArltlHMltk. 11 
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Anflteug« Die gegebene Zahl «ei 20. Ich euebe nun 
wieder eine Qundrettahl, welche ein Quedrnt bleibt^ wenn sie 
um 20 Termehrt wird. Es ergiebt ikh 16. Daher aetse ich 
eine, der beiden äufseren Zahlen gleich 16| die andere gleich 
«*: danu wird die mittlere Zahl 4x sein, und nach dem in der 
vorhergehenden Aufgabe Bemerkten ist sowohl 4x -f- 20, als 
auch a:* -|- 20 SU einem Quadrat zu machen. 

Die Differenz dieser beiden AusdrQcke ist ^ -*— 4x, und 
dieselbe ist das Produkt aus x in x -* 4. Wird die halbe 
Differenz dieser beiden Faktoren mit sich selbst multipliziert, 
so erhalt mau 4. Dieit«) Zahl setzeu wir gleich dem kleineren 
Ausdruck, nämlich gleich 4x + 20. Das ist jedoch ungereimt, 
denn 4 darf nicht kleiner als 20 sein. 

Nun ist 4 der vierte Teil von 16; 16 ist aber keine, 
willkürlich angenommene Zahl» sondern eine Quadratzahl, 
welche, wenn sie um 20 vermehrt wird, ein Quadrat bleibt. 
Es kommt also darauf an, ein Quadrat zu suchen, dessen vierter 
Teil gröfser aU 20 ist, und welches, wenn es um 20 vermehrt 
wird, ein Quadrat bleibt. 

Das gesuchte Quadrat mufs gröfser als 80 sein. Es ist 
über 81 ein Quadrat, welches gröfser als 80 ist. Daher setze 
ich die Seite des gesuchten Quadrats gleich x + ^i ^^^ Q^^ 
drat selbst wird dann x* -|~ ^^^ + ^1 ^^^*^f ^^id dieser Aus* 
druck soll, wenn er um 20 vermehrt wird, ein Quadrat geben. 
Es ist also d^ 4" 18^ + 101 zu einem Quadrat zu machen. 
Die Seite dieses Quadrats sei rc-— 11; dann wird das Quadrat 
selbst X* + 121 — 22a; sein. Wird dies 'gleich a^ + 18x + 101 

gesetzt, so ergiebt sich o: «■ - • Es war aber die Seite des 

gesuchten Quadrats x -^^ 9\ das Quadrat selbst wird daher 

90j sein. 

Jetzt gehe ich zur ursprünglichen Aufgabe zurQck und 

setze die erste der beiden ftufseren Zahlen gleich 90j, die 

dritte Zahl gleich dP*. Dann wird die mittlere Zahl 9} x sein, 
und ich habe sowohl j^ -|- 20, als auch 9jap-f20 zu einem 
Quadrat zu machen. Die Differenz beider AusdrQcke ist 
xr — 9^ X, und diese Differenz ist gleich dem Produkt aus » 
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in X — 9| • Die halbe Different dieser beiden Faktoren, mit 
■ich selbst inultiplitiert^^ giebt -jr|^ • Wird diese Zahl gleich 

dem kleineren Ausdmcki d. i. 9| x + 20 gesetct, so ergiebt 

sich 41 

X «« — • 

* 161 

tsei 

Folglich wird die erste Zahl 90^, die zweite ^^^ die dritte 

1681 

sein. 
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8. Aufgabe. Zu einer gegebenen Zahl drei Zahlen ron 
der Beschaffenheit sn finden, -dafs sowohl jede der- 
selben, als auch das Produkt je zweier derselben bei 
Addition der gegebenen Zahl sn einem Quadrat wird. 

Anflfisuag. Die gegebene Zahl sei 6. In den Porismen''') 
haben wir den Sats, dafs, wenn sowohl jede Ton iwei Zahlen, 
all auch ihr Produkt bei Addition einer gegebeneu Zahl' ein 
Quadrat wird, diese Zahlen tou iwei unmittelbar auf einander 
folgenden Quadratsahlen herrühren. 

Daher wfthle ich zwei auf einander folgende Quadrate; 
das eine habe die Seite x + 8, das andere die Seite x ^ 4i 
dann wird das eine Quadrat x* -f* ^^ + ^» ^^ andere 
x* -|- 8x + 16 sein. Ich subtrahiere nun ron jedem derselben 



^) Die hier, wie auch in Y, 5 and V, 19 erwähnten Porismen 
waren entweder ein Teil der Arithmetik oder ein besonderes Werk 
Diq>liant8. Der Verlust derselben ist besonders tu beklagen, da 
sie wihrscheinlioh eine Zusammenstellung der Diophant bekannten 
fügensehaftea der Zahlen enthielten. 

Übrigens ist das hier Ton Diophant ausgesprochene Porisma 
nicht gsns korrekt Bind nimlich «, y twei gesuchte Zahlen, a eine 
gegebene Zahl, und ist « -f* a ^ |y*, y -f» a «■ g*, so ergiebt sich 

«f + • - P* «• - • (P^ +• V - 1) + «•. 

xf^a whd also erstens ein QuAdrat, nimlich (p 9 — a)^ wenn 

l^ + g*— 1 — «Mf also p — f±l 

ist, und das sagt Diophant Es ist dies aber nicht die eiaiige 
Art, den Ausdmck «jf -f* a in einem Quadrat tu machen. 
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6 und' aetM die eine Zahl gleich dem enten RetV also gleieli 
dp* -|- 6x + "tf 'i^ tweite Zahl gleich dem tweitcB Bett, aleo 
gleich op* + 8^ + iif ^uid die dritte Zahl gleich der um 1 
Termindertea doppelteo Summe der beidei< ereteoi Zahlwp aleo 
gleich 4^ + 28^ + 29- 

Daim ist uoch su bewirken, dafe auch diese leiste Zahl 
bei Addition fon 6 ein Quadrat werde. Sa soll also 

ein Quadrat sein. Der Ausdruck sei gleich dem Quadrat aber 
der Seite 2x — 6. Es wird also das Quadrat 

4a:* + 3IS - 24a: — 4a» + 28a: + 34 

sein, und daraus ergiebt sich 

1 

Die' erste Zahl wird somit -^-^ die tweite ^^^, die dritte 

so SS6 . 
-CTiT ^'"^ 

4. Aufgabe. Zu einer gegebenen Zahl drei Zahlaa 
von der Besehaffonheit su finden, dafs sowohl jade 
derselben, als auch das Produkt je sweier deraelben 
bei Subtraktion der gegebenen Zahl su einem Qua- 
drat wird. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 6. Ich wShle wieder 
swei auf einander folgende Quadrate, nämlich x^ und x'-f'2ap-f* 1, 
addiere su jedem derselben die gegebene Zahl und aetse die 
erste der gesuchten Zahlen gleich op* -f ^i ^i® sweiie gleich 
x^ '\-2x -^-1^ die dritte gleich der um 1 verminderten dop- 
pelten Summe der beiden ersten Zahlen,^ also gleich 

4a:« + 4« + 25. 

Dann erübrigt noch, dafs auch diese dritte Zahl bei der Sub- 
traktion von G ein Quadrat gebe, dafs also Ax* + 4ar -{- 19 
gleich einem Quadrat sei, Setsen wir den Ausdruck gleich 
dem Quadrat über der Seite 2x — 6, ^so das Quailrat 

4:r« + 36 - 24a: — 4a:« + 4a: + 19, 

so ergiebt sich 
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Die erste Zahl wird folglieb \^/, die tweiie ^^^'^ die dritte 

lee . «V 



*) In der Bachsiehendett Annerknng m den Aufgaben 8 imd 
4 beliebt sieb das obere VonoicheB auf die 3., das natere auf 
die 4. Aufgabe. 

Betrt nan mit Diophant 

wo a die gegebene Zahl ist| so sind schon 6 Bedingungen erflUll» da 

14-« — jr», II ±a — («+!)•, 

I.n + fl ^[x{x+ t)''fa\\ 

I . m + a — [x(2x + I) ^ 2<, 

II . III + a -> [(x + 1) (2x + 1) + ädj« 

ist Es ist also nur noch III ^ lu einem Quadrat lu machen. 
Zu diesem Zwecke setten wir' 

(2x+ !)• -f 4« ± d— (9x + Ä)« 

und erhalten leicht 

womit auch die gesuchten Zahlen bestimmt sind. 

Format bemerkt sur 3. Aufgabe: nAnn dem ron Diophant 
benutsten Satze ergiebt sich leicht die LOsung der fol- 
•genden Aufgabe: Vier Zahlen Ton der Beschaffenheit sn 
finden, dafs das Produkt je sweier derselben ein Quadrat 
wird| wenn man es um eine gegebene Zahl rermehri 
Man bestimme drei der rorhergehenden Aufgabe ge* 
nflgende ZahleUi so dafs also Jede derselben ein Quadrat 
wird, wenn man sie um die gegebene Zahl Termehrt 
Darauf setse man die Tierte gesuchte Zahl gleich x-^1. 
Dann entsteht eine dreifache Gleichung, deren Lösung 
nach meiner Methode keine Schwierigkeit macht (Siehe 
die Anmerkung inr S4. Aufgabe des (. Buches.) Auf diese 
Weise wird also die Aufgabe gelöst, welche Baehet bei 
Besprechung der 19. Aufgabe des S. Bnehee gestellt hat, 
mnd meine Methode ist nicht nur Tiel allgemeineri 
sondern hat auch Tor Bachets* Verfahren noch den Vor- 
sugi dafs bei meiner LOsnig Jede der'drei ersten Zahlen 
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B. Amfliabe. Drei Quftdratiahlen von der Bascbsf* 
feubait atu fludeu, darH da« Produkt ja twaiar dar« 
aalbaui aowobi wann aa um dia Summa diaaar bäideUi 
als aucb wann aa um dia dritta Zabl varmabri wird, 
ein Quadrat bildet 

Auf ISaong. Wir baben wieder in den Poriimen den 8ati^ 
daDi| wenn man xu xwei beliebigen unmittelbar auf einander 
folgenden Quadrutzableu eine andere Zahl bestimmti welche 
um 2 grD&c^r uls die doppelte Summe dieser beiden Quadrate 
iiit| mau drei Zablen von der Uescbaffeubeit hat, dafe daa 
I^odukt je zweier derselben, eowobl wenn ee um die Summe 
dieser beiden, als auch wenn es um die dritte Zahl vermehrt 
wird, ein Quadrat giebt. 

Daher setze ich das erste der drei gesuchten Quadrate 
gleich j(^ -j- 2x -^ 1 1 das zweite gleich o^ -f 4x -f* '^t die 
dritte Zahl über gleich 4x^ -(- \2x+ 12. Daim bleibt noch die 
dritte Zahl, d. i. 4jc* -(- 12x -f- 12 zu einem Quadrat zu macheu. 
£8 mufi» über auch der vierte Teil dieses Ausdrucks, d. L 
jL'* -f* 3*^' + ^ gleich einem Quadrat sein. Ich setze denselben 
gleich dem Quadrat über x — 3; dann wird das Quadrat 

xi + 9 — 6^ -r j,^ + äi; + 3 

sein, und daraus ergiebt sich 

t 

Folglich wird die erste Zuhl ^ , die aweite ^ , die dritte 

^ sein*). 



bei Addition der gegebenen Zabl selbst ein Quadrat wird. 
Ob sieh übrigens die Aufgabe so lösen Iftfst, dafs anch 
die vierte Zabl ein Quadrat wird, wenn man sie um dia 
gegebene Zabl vermehrt, das weifs ich noch nicht; ich 
werde darüber weitere Untersuchungen anstellen.** 

*) Wird nach Diophants Angabe 

gesetzt, so ist, wie man leicht erkennt, 

I. 1I + (I + I1) —{i^ + x+iy 
I. II + UI — (jj« + a; + 2)» 
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6. Aufgabe. /Drei Zablen Ton der Beschaffenheit 
itt finden, dafi jede dereelbeni wenn sie um 2 Termin- 
dert wird, ein Quadrat bildet| nnd dafe sngleich das 
Produkt je zweier derselbeni sowohl wenn man es 
um die Summe fieser beiden, iils auch wenn man es 
/ um die dritte Zahl rerrolndert, ein Quadrat wird. 

Auflfisuig. Wenn ich su jeder der in der vorhergehen* 
den Aufgabe gefundenen Zahlen 2 addiere , so genflgen die 
erhaltenen Zahlen der Torliegenden Aufgabe. Dies giebt fol- 
gende Lösung: 

Wir setzen die eine i der gesuchten Zahlen gleich «' -f- 2, 
die sndere gleich a^'-|-2x-f 3» die dritte gleich 4dc' + 'i^'4'8f 
so sind die Forderungen der Aufgabe ermilt'''). Es erObrigt 
nur noch, dafs 42* 4- 4x -|- 4, also auch der vierte Teil dieses 
Ausdrucks, d. i. dc* -|~ ' "f* 1 ^^^ Quadrat werde. Wenn wir 
' die Seite dieses Quadrats gleich einer Differenz annehmen^ 
etwa gleich % — 2, so wird das Quadrat 

«■ + 4 — 4a:^jr*-f-a:+l 
seiui und daraus folgt 

6 

Folglich wird die erste Zahl rr , die zweite ^. , die dritte 
:|^ sein, und diese Werte genflgen offenbar der Aufgabe^ 



. I.m + (I+lII) -(2«« + « + a)« 

i.in + n «(t^^.|.+ ly 

n.m-fi — («x» + 8ä + «)« 

n . m + (ir + iii) — (a«« + sx + 8)«. 

Maa hat also nur noch ni so einem Quadrat sn machen. Betet man 

4«* + 4jr + 4 ~ (>0 -f Kf, 
so erglebt sieh 

•) Bs ist MSBUeh 
t. II ^ Ol - \m{f + 1)]V I.n - (I + !!)-(«• + « + 1)% 

«• a w. 



7* AullKalM. (VarlNNreifcuiig fiUr dit folgenden Aufgnben.) 
Zwei Zahlen lu findeni deren Produkt ein Qnadrnt 
wirdf wenn man es um die Summe der Quadrate der 
beiden Zahlen vermehrt 

AnflSenng, Die er«te Zahl.eei x^ die tweite eine belie- 
bige bestimmte Zahl, etwa 1; dann ist das Produkt beider x^ 
und die Summe der Quadrate o^ -|~ !• Wird diese Summa 
zum Ihrodukt x addiert, so erhftlt mau a;* -f* ^ + If ^^^ dieser 
Ausdruck soll ein Quadrat werden« Es sei dies das Quadrat 
aber der Seite x — 2; dann wird das Quadrat 

a:* + 4- -Ix — ^• + ap+ 1 

soiu, uud daraus folgt 

a 

S & 

Folglich wird die erste Zahl ^ , die zweite . sein, und wenn 

muu deu Neujier wegwirftti so ist die erste Zahl 8, die «weite 5» 
Diese Zahlen geiiügeu der Aufgabe, da ihr Produkt, wenn ea 
um die Summe ihrer Quadrate vermehrt ' wird, ein Quadrat 
giebt. Ebenso genügen der Aufgabe auch diejenigen Zahlen, 
die entstehen, weuu mau 3 und 6 mit einer gant belielngen 
Zahl multipliziert*). 



8. Aufgabe. [Vietu, Zet. lY, ILJ Drei rechtwinklige 
Dreiecke von gleichem Flächeninhalt zu finden. 

Auflösung. Wir müssen zuerst zwei Zahlen suchen, deren 
Produkt ein Quadrat wird, wenn man es um die Summe ihrer 
Quadrate vermehrt. Diese Aufgabe ist oben behandelt worden, 
und es sind 3 und 5 die Zahlen, deren Produkt, vermehrt um 
die Summe ihrer Quadrate, ein Quadrat giebt, uSmlich das 
Quadrat über die Seite 7. 



♦) Setxt man xtf + ap* + y* — (oc — itif)*, so ergiebt sich 

lüi etwa y •■ 1 4* 3^*1 <*e wird x^lf — \ sein, s. ü. für ft «i^ s 

ist jc — 3 , 4^ ««■ 6 . 
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Ich bilde nan drei rechtwinklige Dreiecke Tcruiittels je 
zweier Zahlen, nämlich dee eine vermitteis der Zahlen 7 and 8^ 
das sweite Termittels der Zahlen 7 und 5, das dritte yer- 
mittels 7 nnd der Summe der gefiindenen Zahlen 8 und 6^ 
d. L 8, also Termittels 7 und 8. 

Die Seiten des ersten dieser Dreiecke werden 40, 4S, 58, 
die des zweiten 24^ 70, 74, die des dritten 16, 112, 118 seiui 
und alle diese Dreieoke haben gleichen Flicheninhalt, nftm* 
lieh 840*). 



*),Es seien «9 y, f Zahlen, welche der Aufgabe 7, also der 
Gleichung 

genOgen. Das mittels der Zahlen x^ i gebildete rechtwinklige 
Dreieck hat die Katheten i' — jt*, 2drf, also die FIftehe 

xt(/ — x«) — xt{xif + jf") — X9m{x + y). 

Ebenso hat das mittels der Zahlen y, t gebildete rechtwinklige 
Dreieck die FlKchs 

y'(** — y*) — yir(«y + x^) — xift{x + y). 

Endlich hat das mittels der Zahlen 4P-|-y, i gebildete recht« 
winklige Dreieck die Fliehe 

(JP + y)'(^ + 2«y + y* - ^ — (« + y)jr . xy — Jtyi(« + y). 

Die Dreiecke haben also .gleichen Flftcheninhalt 

Format bemerkt sar 8. Aufgabe: „Ob aber rier oder 
mehr, ja unendlich riele rechtwinklige Dreiecke ron 
gleichem Flftcheninhalt gefunden werden kOnnen? Es 
scheint nichts im Wege tu steheui dafs die Aufgabe 
mOglich sei, und ich will der 8ache weiter nachgehen. 

Ich habe sogar folgende Aufgabe gelöst: Es ist die 
Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben; man soll 
unendlich Tiele andere rechtwinklige Dreieoke ermit- 
teln, welche dieselbe Flftche haben. 80 s. B. ist 6 die 
F'ltohe des Dreiecks, welches die Seiten 8, 4, 5 hat; die- 
selbe FIftehe hat das Dreieck, dessen Seiten |^, -y, -^ 

oder, wenn man gleichnamige Brflehe nehmen will, 

49 1100 iftOl . . 

sind. 



TO ' fO 

^ Die sur Ermittlung dieser Dreiecke fortgesetst an« 
Buwendende Methode ist foTgendet Wir nehmen ein be- 
liebiges reehtwlnkllgos Dreieck, dessen Hypotenuse f 
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•. AullpilM. Dr«i ZahUn von d«r Be«ebaff«iibeit 
EU finden, dafs das Qnadrak «iner jeden sowohl bei 
Addition, ala auch bei Subtraktion der Summe der 
drei Zablen ein Quadrat bleibt. 

sein möge, wihrend die Basis 5« das Lot ä ist um nun 
ein damsalben antthnliehat reehtwiakiiget Dreieck Ton 
gleichem FUeheninhalt su erhalten, nehmen wir die 
Zahlen «' und 2bd. Die Seiten des rechtwinkligen Drei« 
ecks, welches vermittels dieser Zahlen gebildet wird» 
dividieren wir durch 2f(6' — 4*), wo 6 > d sein mOge. 
Dadurch erhalten wir .ein neues rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Plttche gleich der des gegebenen ist. Nach der- 
selbeu Methode leiten wir aus diesem sweiten ein drittes, 
aus dem dritten ein viertes, aun dem vierten ein fttnftee 
rechtwinkliges Dreieck her, u. s. w. Alle diese unendlich 
vielen Dreiecke werden untthnlich und von demselben 
Flächeninhalt wie das erste sein. Damit du nicht daran 
zweifelst, dafs es noch mehr als die drei von Diopbant 
gefundenen rechtwinkligen Dreiecke 

[40, 42, 58; 24, 70, 74; 16, 112, 113J 

der Flüche 840 giebt, fttge ich ein viertes hinsu, welches 
jenen untthnlich und doch von demselben Flächeninhalt 

1 4ie 881 

ist. Dasselbe hat die Hypotenuse ~T|ga 'i die Basis 

1412 880 , . ^ 1881 ... 1. a .X ii r^ • 

Ii8tt~' das Lot rrg^* Wenn man die Seiten aller Drei- 
ecke auf denselben Nenner bringt and diesen Nenner 
dann unterdrückt, so erhalt man folgende vier Dreiecke 
von gleicher Flache: 

I. 47 560, 49 938, 68 962. 

IL 28^36, 83 230, 87 986. 

)IL 17 835, 183168, 134 357. 

IV. 1681, 1412 880, 1412 881. 

Nach derselben Methode lassen sich belief>ig viele recht- ^ 
winklige Dreiecke von gleicher Flache ermitteln, nnd 
auch die 9. Aufgabe wird aber die von Diopbant go« 
steckten Orenscn hinaus erweitert 

Folgendes sind die nach einer andern Methode ge« 
fundenen Seiten eines rechtwinkligen DreieckS| dessen 
Flache, wie diejenige von 3, 4, 6, das "Sechsfaebe einer- 
Quadratsahl ist: 

2 896 804, 7 216 808, 7 776 486.'' 
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AvnSsvBg. Wir wollen^ dafn dM Quadrat der enten Zahl, 
■owohl wenn die ßiiiumo der drei Zahlen addiert., hU auch 
wenn dieaelbe subtrahiert wird, ein Qiiodrat gebe. Nan liefert 
in jedem rechtwinkligen Dreieck das Quadrat der Hypotenuse 
sowohl bei Addition, als auch bei Subtraktion des Tierfaclien 
Flächeninhalts ein Quadrat Die drei gesuchten Zahlen werden 
also die Hypotenusen von rechtwinkligen Dreiecken gleicher 
FlSche, und die Summe der drei Zahlen wird der Tierfache 
Flicheninhalt der Dreiecke aeini deren HjKpptenuten diese 
Zahlen sind. 

Es kommt somit darauf an, drei rechtwinklige Dreiecke 
Ton gleichem Flicheninhalt su suchen. Diese Aufgabe ist 
oben gelöst worden, und es sind beziehungsw*eise 40, 42, 68; 
24, 70, 74; 15, 112, 113 die Seiten dieser Dreiecke. 

Indem ich nun eu der ursprünglich geatellten Aufgabe 
übergehe, drücke ich die gesuchten Zahlen durch x mit den 
Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke als Koeffizienten aus; 
es wird also die erste Zahl 58a?, die iweite 14Xp die dritte 
118x sein. Die Summe der drei Zahlen dagegen setae ich 
gleich x* mit dem Tierfachen Flicheninhalt eines der drei 
Dreiecke als Koefflsienten. Dann wird also 

3360;e* — 245i; 

sein, und daraus ergiebt sieh 

• 7 

* ee 

Folglich wird die erste Zahl -^^, die iweite ^, die dritte 

7M . ^x 
sem*). 



^ Fermat bemerktf „Aus dem oben Oeaagten erhellti 
dafs ich allgemein die Aufgabe lOsen kann: Beliebig 
▼iele Zahlen von der Desohaffenheit lu ermitteln, dafs 
das Quadrat einer Jeden eiiie Qnadrattahl bleibt, mag 
man nun d*ie Summe aller Zahlen su demselben addieren 
oder Ton demselben subtrahieren. Die LOtnng dieser 
Aufgabe war Baoket ?Ielleioht nicht bekannt Denn 
wenn er dieselbe entdeckt hittis, so würde er hier wohl 
Diophant erweitert haben, wie er es bei der 81. Aufgabe 
des 4. Bnehes und an anderen Stellen gethan hat*^ 

Was nun die allgemebe LOsnng der Aufgabe belrilk, so 



10. Attllp^te. Wenn drei Quadraliableii gegeben 
eind, eo ist es möglieh, drei Zahlen tob der Be« 
ecbaffenbeit lu finden, dafs die Produkte Je iw^er 
derselben gleicb den' gegebenen Quedretieblen eeien. 

Anflfiiang. Die gegebenen Quadrate seien 4» und Ift. 
Setyeu wir die eine der gesuchten Zahlen gleich X| so wird 

die eine der beiden anderen - , die tweite — sein. Dann er- 

s ' so 

Qbrigt noch, dafs das Produkt der t weiten und dritten Zahl 
lÖ betrage. Das Produkt aus der a weiten und dritten Zahl 

SS 

ist aber ,* Wird dies gleich 16 gesetzt, so ergiebt sich 

Somit wird die erste Zalil l-] , die zweite 2 + • 4" u i ^i^ 
dritte Ö sein. 

Ich will dies jedoch methodisch entwickeln; ich fand 

»•.-16. 

Wird alles mit x^ multipliziert, so folgt 

16a;« — 36 
und daraus 

Daher ist die Seite 

6 

4 

6 eutttteht aber durch Multiplikation der Seiten fon 4 und 9« 



soiou t'i, t'y, c'i . . . dl« lly|K>teDUben der re^htwiakUgen 

welcbe diesulbe Fliehe i haben. Beixen wir dano die gesuchten Zahlen 

l — i'ijr, ll«*Cyjt;, 111 »«d.«,... 
und die Summe derselben gleich 4iV, no erhalten wir die Oleiehong 

und diese liefert 

_ _ fLJLfiJlitjLli: 

so dafs sich 

1 - ii (". + «'. + «^ + ••) . " - 4*;- («'i + f. + «i + • • ')i 

u. «. w. ergiebt 
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• 

d. L der Seiten des ersten nnd sweiten Quadrats, und der 
Nenner 4 ist die Reite des dritten Quadrats jB. 

Wenn dir also die Aufgabe gestellt ist, drei Zahlen von 
der Beschaffenheit zu findep, dafs die Produkte je sweler der* 
selben gleich gegebenen Quadratzahlen, wie 4, 9 und 16 seien, 
so hast du die Seite Ton 4 mit deijenigen ?on 9 zu multi* 
plizieren; das giebt 6.* Diese Zahl dividierst du durch die 

Seite des Quadrats 16, so erhiltst du «; «• ^ • Nun dividierst 

S 16 

du wieder das Quadrat 4 durch j ; da ergiebt sich ^ • Ebenso 
wird das Quadrat 9 durch . d{vidiert{ das giebt 6, Es wird 
also die erste Zahl -, die zweite ^ , die dritte 6 sein*). 



IL Auflpibo. Drei Zahlen von der Beschaffenheit 
zu finden, dafs das Produkt je zweier derselben so* 
wohl bei Addition, als auch bei Subtraktion der 
Summe der drei Zahlen ein Quadrat wird. 

AoflöeoBg. Wir suchen zuerst wieder drei rechtwinklige 
Dreiecke von gleichem Flacheninhalt Nachdem wir diese 
gefunden haben, nehmen wir die Quadrate der Hypotenusen, 
also die Zahlen 8364, 6476, 12769, und hierauf ermitteln 
wir, wie oben gelehrt worden ist, drei Zahlen von der Be- 
schaffenheit, dafs die Produkte je zweier derselben gleich 
gegebenen Quadratzahlen seien. Diese Quadratr^hlen sollen 
die oben gefundenen sein. Wir haben aber diese gewählt, 
weil jedes dieser drei Quadrate sowohl bei Addition, als auch 
bei Subtraktion von 8360 ein Quadrat bleibt 8860 ist nimlich 
der vierfache Flftcheninhalt jedes der Dreiecke. Deshalb drflcke 
ich die gesuchten .Zahlen durch x aus, und awar die erste 

durch Yis '' ^'® tweite durch «k-^» die dritte durch ^^j-^i 

■ 

denn. die Produkte der Koeffizienten je iweier dieaer Zahlen 
geben die oben angegebenen Quadrate« 
■ « 

*) Bind nF^ 6*1 c^ die gegebenes QnadratitahleUi so ergiebt sieh 

i-*^, ii-y, m-!^. 
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Nun erttbrigt iioeh| dab die Bumiue dieser drei SSablen 
gleich SäitOx" ufi. Wir bringen die Zablen auf einen Nenner, 

uiliulich auf 121249. Die enie Zahl wird ^^«, die 

kweite 1^,44^1*1 die dritte "|j| J4^ *" •«>»• «•* ^ weo die 
Summe der drei Zahlen 

ist «49 ' — 3^»"« • . 

oder, wenn alles mit -121 24U multipliaieri wird, 

32 824 806 X — 407 306 640d^. 
und daraus ergiebt sich 

. _ st 834 SSO ^ 
•^ ■■ 407 SSO 840 » 

durch Einaetzung diei>es Wertes in die Ausdrflcke für die 
gesuchten Zahlen erhult man fttr die erbte Zahl [Der auch eonat 
fenttQuimelte Text bricht abj*). 



19. Aufgabe. Die Zahl 1 in zwei Teile ron der Be- 
schaffenheit XU teilen, dafs, wenn tu jedem Teile 
eine gegebene Zahl addiert wird, die erhaltenen 
Summen Quadrate seien. 

Es darf jedoch die gegebene Zahl weder ungerade 
sein, noch darf der Quotient, den man erhält, wenn 
man das um 1 vermehrte Doppelte derselben durch 

*) Kt seieu Cg , r, , C| die Hypotenusen der rechtwinkligen 
Dreiecke, weiche dieselbe Flache i _ ^ _ ^ — ^^^ haben. 
Wir bezeichnen die gesiichieu Zahlen mit I« II| HI und setzen 

I-'^«'x, U-^.. III -?^/, 
*• *i *» 

I + II + III — 4>x*. 

liaan lut 

I . II + a + II + III) — e/x* -\-4iX*mm 

(«/ + 6," ± 2a,b,)x' - («.• 4:'6.)V. 

aUo ^e Quttdratzahl. Ebenito Eefgt maiii dafü jeiler der Aus- 
drucke II . III + (I -f- H + III), I . III + (I + H + III) ein Quailrai 
ikt. Zur BeMtiniiuiiiig von x hat man dann noch die Qleichang 

V c, ^ c, T^ e, / 
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die gröffte in ihm alt Faktor etithalienc Qnadrateahl 
dividiert, dureh eine Primsahl von der Form 4fi — 1 
teilbar sein. 

AnfUhiiuig. Es wird Terlangt, dafii zu jedem Teile G ad- 
diert* werde, und dafi die erhaltenen Summen Quadrate seien. 

Da wir wollen, dafs die Zahl 1 in twei Teile geteilt, däfs 
jeder Teil um 6 Tergröfaert werde, und dafe jede so gebildete 
Summe ein Quadrat sei, ao mufs die Summe dieser beiden 
Quadrate 13 sein. Wir haben also 13 in zwei Quadrate zu 
teilen, von denen jedes grofser als 6 ist Wenn ich also 13 
in zwei Quadrate teile, deren Differenz kleiner als 1 ist, so 
ist damit die Aufgabe gelinst. 

Dies zu thun, nehme ich die Hälfte von 13, d. i. 6y , und 

untersuche, welchen Bruch ich zu 6j- zu addieren habe, um 
ein Quadrat zu erhalten. Ich multipliziere alles mit 4 und 
untersuche, welchen quadratischen Bruch ich zu 26 zu addieren 
habe, damit ein Quadrat entstehe. Der zu addierende Bruch 

sei p ; dann soll 26 -|- — ,- , oder, wenn alles mit ^ multi- 
pliziert wird, 26 a;' + 1 ein Quadrat werden. Die Seite dieses 
Quadrats sei 5x -f 1. Dann ergiebt sich a: — > 10, also 

X* «B 100. Der quadratische Bruch wird folglich jrr sein« Zu 
26 ist daheir r^, zu 6y folglich r^ zu addieren, und es 
entsteht dadurch das Quadrat Ober der Seite rr* 



Wir müssen daher 18 [— 8' -f 2'] so in zwei Quadrate 

zerlegen, dafs die Seite eines jeden möglichst nahe an ^^ 
liegt. Zu diesem Zwecke auche ich, um welche Zahl 8 Ter« 
ringert und 2 vergrOfsert werden . mulii, damit man ^ erhUt 



Ich bilde also zwei Quadrate, das eine flbir 11s: -f- 2, 
das andere Aber 8 — 9s[da ig — 8- ^^ö"" >+ IJ i«t]. Die 
Summe dieser beiden Quadrate wird 202 x* +18 — 10s sein. 
Wird diea gleich 18 geseM, so ergiebt aieh x^m—* Ba 

tat 
a>lso die Seite des' tinen Quadrats |^, die des andern 

sein, und wenn man Ton den Quadrate jeder dieser Seiten 



101 
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tubtrahiorty «o ergeben sieh die geeuehteii Teile der Zahl 1, 
nftmlich £^ ^^ and ^^ ^^- • Dab jeder dieeer Teile, wenn er 
um 6 vermehrt wird, ^ Quadrat giebt^ liegt anf dw Hand*). 

*) Der Teii dar UeUrmination dieeer Aufgabe iet dnrcliaas 
TerttOnimelt nnd hat alle SehrifUteller ttber Diophaat beeehifligi. 
Ich habe dieselbe einfach 90 getreben, wie sie Fermat formuUeiii 
denn so iit «ie wirklich M^Hg^ni^ia und •chiiefei alle un* 
brauchbaren Zahlen aui^S Worauf ea dabei ankommt, dab 
nümlichi wenn die gegebeue Zahl a i»i, iioh 9ii •{- 1 in iwei 
Quadrate zertUllen lainon mttii>e, hatte auch Uachet erkannt. 
Aber welche Zahlen dieve Zerlegung tulaiien und welche aiehti 
da» blieb ihm verborgen. lu beiner Polemik gegen Xjlander, 
der behauptet hatte, die gegebene Zahl mttsie das Doppelte einer 
Primzahl sein, sagt Dachet, die Zahl 10 Hei von dieser Deschaffea- 
heit, und doch lasse sich die Zahl 21, da sie weder eine Quadrat« 
tahl sei, noch aus zwei ganzen Quadraten bestehe, wie er glaube, 
nicht in zwei gebrochene Quadrate serflUlen. Fermat bemerkt 
dazu: „Die Zahl 21 kann nicht in zwei gebrochene Qua* 
drate zerfallt werden. Das kann ich leicht beweisen. All- 
gemein kann eine durch 3 teilbare Zahl weder in swei 
ganze, noch in zwei gebrochene Quadrate zerlegt werden, 
wofern sie nicht durch 9 teilbar ist/* Allgemeiner aufseri 
sich Fermat üarUber in einem Driefe an Roberval (Opera, p. 161). 
^Dei der grofsen Wiclitigkeit des Gegenstandes lasse ich die be- 
trellonde Stelle des Briefes folgen: 

— — „Hierauf werde ich Ihnen sagen, dafe Herr 
Froniole in mir seit einiger Zeit die Lnst erweckt bat| 
die Oeheiuinisse der Zahlen zu ergründen, worin er, wie 
mir scheint, aufserordentlich bewandert ist leb habe 
ihm die schönen Stttze über die mit der Einheit begin« 
nenden geometrischen Progressionen geschickt, welche 
ich nicht blofs gefunden, sondern anch bewiesen habe, 
obgleich der Beweis derBclben ziemlich verborgen ist| 
ich bitte Sie, den Beweis zu versuchen, da Sie. die Sitze 
gesehen haben. Aber das Folgende habe ich seitdem in. 
Betreff deVH4L Aufgabe des 5. Buches von Diophant ent- 
deckt; ich habe darin ergttnzt, was Dachet gesteht 
nicht gewufst zu haben, und habe zugleich den verdor- 
benen Text Diophants wieder hergestellt Es würde an 
weit fuhren, Ihnen die Begründung sn geben; es genOgt, 
dafsSie meinenSatz sehen, und dafs ich Sie andas erinnere, 
was ich früher schon bewiesen habe, nftmlich dafs eine 
Zahl von der Form in— 1 weder eine Quadratzahl, noch 



/ 
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la Anfkabe^). 
j 1 i |— 1 » - I — • 1 • j 

Die Zahl ^ so in iwei Teile lu teileui dafs, wenn 
lu dem einen Teil eine gegebene Zahl, cum andern 



die Snmme tob swei •— ganten oder gebrochenen — 
Qaadratxahlen ist Damals blieb ich bei diesem Resaltai 
sieheni obgleich es viele Zahlen giebi, welche iwar die 
Form in -^ 1 habeii| aber doch keine Qnadraizahlen sind 
nnd sich anch nicht in swei Quadrate xerfftUen lasseni 
wie 21« 33, 77, vu s. w. Dies Iftfst Bachet in Betreff der 
Zerlegung Ton 21 in swei Qaadratf sagen: qnod qnidem 
impossibile est, nt reor, cum is neqne quadratus sit, neque snapte 
natura eompositus ex duobns quadratis. Der Ausdruck „ui reor'\ 
den Bachet gebraucht, drflckt offenbar aus, dafs er den 
Beweis dieser Unmöglichkeit nicht gewufst hat. ' Ich 
habe denselben endlich gefunden und die Sache allge- 
mein in den folgenden Bats snsammengefafst: 

Wenn eine gegebene Zahl durch die grOfste in ihr 
als Faktor enthaltene Quadrattahl dividiert wird, und 
es xeigt sich, dafs der Quotient durch eine Primxahl von 
der Form 4fi — 1 teilbar ist, so ist die gegebene Zahl 
weder eine Quadratsahlf noch lifst sie sich in swei — 
gante oder gebrochene — Quadrate serlegen« Es sei 
s, B. 84 gegeben; das grOfste. darin enthaltene Quadrat 
ist 4; der Quotient 21 ist durch 8, wie auch durch 7 teil- 
bar, nnd da jeder dieser Faktoren die Form An — 1 hat| 
•0 behaupte ich, dafs 84 weder eine Quadratsahl ist, 
noch sich in xwei — ganxe oder gebrochene — Quadrate 
serlegen Iftfst 

Es sei 77 gegeben; das grOfste darii^ enthaltene Qua- 
drat ist 1; der Quotient 77, der in diesem Falle gleich 
der gegebenen Zahl ist, ist durch xwei Primxahlea der 
Form 4fi — 1, nftmlieh 7 und 11 teilbar« loh behaupte 
daher, dafs 77 weder eine Quadratsahl ist, noch sich in 
swei. — ganxe oder gebrochene — Quadrate serlegen 
Iftfsi 



*) Dies ist die einsige Aufgabe in Diophaato Ariihmetik, in 
weleher die lineare Methode Euklids angewendet wird. Die 
Aufgabe wird aus diesem Onnde von Hankel (p. 159) Ar ein-« 
geschoben erUftri 

nUf hsal, AfMlMMlIk. 14 
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Teil •ine gweiU gegeben« SSabI addiert wird, Jeder 
Teil eine Qnndrntinbl werde. 

AlflSiUg. Et wird verbuigl, iui Zabl 1 io in iwei Teile 
stt teilen, deb, wenn der eine Teil nm 2, der andere nm 
vermehrt wird, jeder Teil ein Quadrat werde. 

Wir nehmen eine Einheit «ß und teilen sie im Punkte y. 
Zu dem Teil tcy fügen wir zwei Einheiten, nSmIieh ad, 
tu dem Teil fly sechs Einheiten, nämlich fi§ biniu« Dann 
ist also jeder der Teile yd, ^yi eine Quadratzahl. Da nun 
«/}«■! und die Summe ad -^ /Is «■ 8 ist, so ist die ganze 
Strecke d« — 9, und diese Zahl soll man in zwei Qujsdrat- 
zahlen, nümlich yd und yt zerlegen. Da aber das eine dieser 
Quadrate grufser als §cd, d. i. 2, und zugleich kleiner als fid, 
d. i. 3 ist, so bin ich dazu geführt, ein gegebenes Quadrat 
in zwei Quadrate yd und y$ zu teilen, so dafs das eine, n&m- 
lieh ydf gri^fser als 2 und kleiner als 3 wird. Wenn dann 
yd gefunden ist, so wird, da ad «>■ 2, also gegeben ist, auch 
ay ermittelt sein. Es ist aber «/l ■■ 1, und daher ist dann 
auch ßy, folglich auch der Punkt y. bestimmt, in welchem 
die Einheit geteilt wird. 

Jetzt wollen wir das Verfahren im Einzelnen darstellen. Ea 
sei das eine Quadrat, nümlich dasjenige, welches zwischen 2 



Ich gestehe Ihnen offen, dafs ich in der Zahlealehra 
nichts gefunden habe, was mir so sehr gefallen hat, wia 
der Beweis dieses Satzes, und es wird mich freuen, wenn 
Sie sich bemühen, ihn tu finden, w&re es auch nur um 
tu erfahren, ob ich meine Erfindung mehr sch&tzei ala 
sie es rerdient* 

loh habe sodann den folgenden Satt bewiesen, wel- 
cher inr Auffindung der Primzahlen dient: 

Wenn eine Zahl die Summe zweier Quadrate ist, die 
prim tu einander sind, so ist sie durch keine Primtahl 
von der Form. 4n — 1 teilbar. 

Wenn man z. B. 1 tu einem geraden Quadrat, etwa 
tu 10000000000 addiert, was lOOÖOOOOOOl giebt, so ist 
diese Summe durch keine Primtahl Ton der Form 4« — 1 
teilbar. Will man also untersuehen, ob dieselbe eiaa 
Primicabl ist, so hat man sie nicht erst durch 8, 7, II, 
'" s. w. tu dividieren/' — — — 
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ond 8 liegen mafiii gleich x**^ dann wird d«ii andere — j;' 
eeini und dieser Anndmck nraf« ein Qnadrat werden. Den- 
selben tu einem Quadrat su machen , iet an sich zwar leicht; 
man mols es ab^r so einrichten, dafs «* s wischen 2 nnd 8 
SU liegen kommt Wir nehmen zwei Quadrate, von denen das 
eine etwas grorser als 2, das andere etwas kleiner als 8 ist; 

solche Quadrate sind z. B. ^^^ und -rn * 

Wenn wir es nun so einrichten, dafs x' zwischen diese 
beiden Quadrate fallt, so ist die Aufgabe gelrisi Es mub 

n 
dann aber die Seite Ton «*, d* i. x, grofser als r^ und kleiner 

als 1^ sein. Wir mOssen also, wenn wir — «* su einem 

IT 

Quadrat machen, x so bestimmen, dsfs es gr&fser als j| und 

zugleich kleiner als j- werde. 

Wenn wir aber 9 — x* zu einem Quadrat machen, so 
setzen wir die Seite dieses Quadrats gleich 3, Termindert um 
X mit einem gewissen KoefBzienten. Dann finden wir, dafs x 
gleich dem Sechsfachen einer gewissen Zahl ist, dividiert 
durch das um 1 vermehrte Quadrat dieser Zahl. Es kommt 
also darauf an, eine Zahl zu suchen, deren Sechsfaches^ wenn 
es durch das um 1 Termehrte Quadrat der Zahl dividiert wird, 

einen Quotienten giebt, der grSfser als r^ und zugleich kleiner 



IS 

als g ist 

SiC 

Diese gesuchte Zahl sei x. Es soll also tj.-« gr&fser 

17 IS 17 

als ^r und kleiner als .^ werden* Nun ist der Bruch -^ gleich 

dem Verhältnis Ton 17 zu 12. Folglich mufs das Verhiltnis 
Ton 6x zu d^ -|- 1 gröfser sein als das Verhftltnis 17 zu 12; 
soniit mufs auch das Produkt aus 6x und 12, d. i. 12 x gr&fser 
sein als das Produkt aus «* + 1 und 17, d. i. Ho^ + 17. 

Ick multipliziere den halben Koeffizienten Ton x mit sich 
selbst; das giebt 1296. Von dieser Zahl subtrahiere ich das 
Produkt ans dem Koeffizienten Ton «* und der Tön x nnab- 
hingigen Zahl, also 289; dann bleibt der Rest 1007. Die 
Beito des Quadratsi welches gleich dieser Zahl ist, ist nicht 

US 
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t 

gröber als Sl [liegt iwiaohen 81 und 89]| und wenn ich den 
halben Koeffiiienten von » m dieser Seite addiere^ ao erbalta 
ich eine Zahl, die nieht gr&faer ala 07 iat [iwiaehen 67 und 

68 liegt]. Wird endlieb durch den Koefflaienten von ^ diri- 

e7 
diert| ao ergiebt sichi dafa » nicht gröber alt ^^ aein kann. 

Ebenso finden wir, da daa VerhBUnia von üx au a^ + l 
kleiner aein niura ala dasjenige von 10 an 12, dafli x nicht 

kleiner als ^^ aein kann. X kann aber auch nicht grö(aer ala 

* w aein. Ea aei daher x •« 8 ^ • 

Ich bilde also das Quadrat Ober der Seite 3 •>— 3|-dp; diea 
Quadrat wird 12}a;'-|~0 — 21a? aein. Wird daaselbe gleich 
9 — jc* gesetzt, so ergiebt sich 

Daraus folgt 

• VOSS 

ssoe' 
und wenn hienron 2 anbtrahiert wird, ao bleibt der eine Teil 
der Zahl 1, n&nilich ^^\ der andere Teil wird dann ^^ 
aein, und durch diese Werte wird der Aufgabe genflgt*). 



*) Bei der EigentOmliohkeitdes angewandten Ldsungsverfahrens 
und den Scbwierigkeiteni die es bietet| tcheiat es mir am Platsci 
die Losung in aller KUrze tu wiederholen: 

Wenn die gesuchten Teile der Einheit mit x und 1 — « be- 
seichnet werden, so soll jr -|~ 2 — /»', 1 ^ x -j- S '^ tf sein, wo 
!>', if rationale BrOcbe sein werden. D^ nun 1>«>0 ist, so 
muls offenbar !>' zwischen 2 und 3 liegen. Weiter folgt p'-j" 9*"* ^i 
^* «B 9 — p*. Wir haben also den Ausdruck 9 — - 1)' in ein 
Quadrat tu verwandehi, dabei aber im Auge tu behalten, dafs 
2<i)*<3 werde. , 

ßtatt 2 und 8 wttblt Diopbant zwei Quadratzahlen, Yon denen 
die eine etwas gröfser als 2, die andere etwas kleiner als 8 ist, 
als engere Grenzen fUr p*^ um mittels derselben Grenzen für p 

tu erbalten; als untere Grenze nimmt er r^, als obere j^^ 
dann liegt also p zwischen .-^ und • 
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14. Anfgabe. Die Zahl 1 in drei Teile von der Be« 
ichaffenheit m teileii| daft jeder Teil« wenn er um 
eine nnd dieselbe gegebene Zahl Termehrt wird, ein 
Quadrat bilde. 



Jeiit Terwandelt er den Auidrttck 9 — jp' auf die fewShn* 
liehe Weise in ein Quadrat Er seist 

wo il Torllafig nnbestininit bleibt, und erhttli 

k ist nun erstens so tn wtthlen, dab "^^^^ 

e& 17 

' 1 + !;• -^ is 
seL Darans folgt 

17** — 72IL< — 17 . 

\nky - 72(17il) < — 489 

(17fc)« — 72(171) + 1296 < 1007 

17» — 86 < 81,7 • . • 
•7,7 . . . 



»< 



17 



d. i. 



fc < 8,9 . . . 



e» 10 
Zweitens soll |~j.jkt<|« '^ii'f daraus wOrde sieh 

* > 3,8 . . . 

ergeben; Diophant seist aber k ■» 8,8. Obwohl nun diese Zahl 
kleiner als die nntere Orense ist, isi sie doch nicht falsohi da die 

gewihlte obere Orease Ton ji', nftmlioh ij^ nicht nahe genug 

400 

an 8 Hegt Hitte man *• D. tj? t welches auch noch < 8 ist, 

so 
als Orents flir ji', also tz als Orense fllr p genommen, so würde 

sich flür k die ZaU 8,9 .. . als uniers Orense eigeben haben. Die 

Annahme ft ■» 8,6 ist somit sullssig; anf Omnd derselben flndet 

leisht 

64 • 7066 



66» '^ leof» 

14S6 



• A i486 ^ lt71 



214 V. Bapk. 

El darf j«do«h die gegeben« SSabl weder 2, Boeli 
ein nui 8 vermehrtes Vielfaehe von 8 sein. 



AuflfiiiiBg. Ea wird verlangt, die Zahl 1 in drei Teile 
an teilen und jeden Teil um ä au vermehren; dadurch aoU 
jeder Teil eine Quadrataahl werden« 

Et ist also wieder 10 in drei Quadrate von der Beschaffen-^ 
hoit SU zerlegen, daft jedes derselben grulser als 3 sei. Wenn 
ich al»o 10 nach der Methode der Beinahegleichheit*) in drei 
Quadrate teile, von denen jedes grSfiier als 3 isi, und von 
jedem dieser Quadrate 3 subtrahiere, so werde ich die drei 
Teile erhalten, in welche die Zahl 1 serlcgt werden solL 

Wir nehmen also den dritten Teil von 10, d. i. 3j, und 

untersuchen, welcher quadratische Bruch su SJ- au addieren 

ist, damit ein Quadrat enbitehe. Wird alles mit multi- 
pliziert, so habeu wir zu sehen, welchen quadratischen Bruch 
wir zu 80 zu adcUereu haben, damit die Summe ein Quadrat 

werde. Der zu addierende Bruch sei - . • Wird alles mit x^ 

multi|iliziert, so ist SOo;' + 1 iu ein Quadrat zu verwandeln* 
Dieser Ausdruck sei gleich dem Quadrat Ober der Seite 5x-|- 1* 
Dann ist das Quadrat 

25a* + 10x+ 1 — a(»;c-+ 1, 

und daraus ergiebt sich 

Wenn aber 30 um - vergr&Isert wird, so wird 3 j um ^^ ver* 

mehrt, und durch diese Addition entsteht das Quadrat ^^-* 
Mau mufs daher 10 in drei Quadrate von der Beschaffenheit 
teilen, dars die Seite jedes derselben nahezu gleich -j- ist. 

Nun besteht aber 10 aus den beiden Quadraten und 1. 
Wir teilen jetzt 1 in zwei Quadrate, n&mlich j und ^^9 so 

*) Dtttt Wesen dieser eigentttmlich^p Ifothode (naQtaotf^g oder 
naQiaotiitog iyayi/jD ist in V, 12 und V, 14 von Diophant selbst 
binlUnglich dentiicli aus einander gesetzt 
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daTs tO die Summe der drei Ouadrate 0| 151 j| ^^ Dnnn 

haben wir es so einsorichten, dafs die Seite jedes dieser 

11 
Quadrate naheaa gleich -^ werde. Die Seiten sind aber 

Sy 7| -r oder, wenn alles mit 80 muliipliaiert wird, 00, 24, 18« 

Durch dieselbe Multiplikation wird -^ an 55. Wir mflssen also 

jede Seite nahezu gleich 56 zu machen suchen. ^ 

Zu diesem Zwecke setzen wir die Seite des ersten Qua* 

drats gleich 8 — BbXj^ die des zweiten gleich 8.1s + ^| die 
des dritten gleich 87« -f j, 

Die Summe der Quailrale Ober dienen Seiten wird dann 
8565x* + 10 — 116ap seih. Wird dieser Ausdruck gleich 10 
gesetzt, so ergiebt sich 

•* S665 

Wenn man diesen Wert in die AusdrQcke fOr die Seiten ein* 
setat| so eriialt «lan die Seiten der Quadrate, folglich auch 
die Quadrate selbst, und das fibrige ist an sich klar% 



»7* J. • — "**. 
•^*+6"" 711« 



•UM4 



(»^ »»*)•- 6066«' ("«+6) --eöTitr» 
I_(8 — Mj,)i_8 — •""" 



606 6t 1 

14« »81 
606 611 



Von besonderem Interesse bei dieser Aufgabe ist die Oetermi- 
aation. INe gegebene Zahl o mufs so beschaffen sein, dafs rieh 
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IB. Aufgabt. Die Zahl 1 in drei Teile toa der Be- 
eobaffenheit zu teilen, dafi| wenn man den eraten n« 

8a + 1, faUa et nicbi selbst eine Qnadratsabl ist, in swei oder 
drei Quadrate xerlegen lAAi Diopbant sagt nun, a dflrfe siebt 
von der Form 8ft -|* 9 sein, wo k jede ganse Zobl, die Null aicbt 
auBgesoUossen, sein kann. FQr dieses a wird 8a -f* 1 ""dlft-j" 7* 
Nun ist der Divisor 8 bier obne Bedeutupg, da 

2iJk + 7 = 8Jb' + 1 (mod. 8) 

ist und Zablen von der Form 8Jk' -|~ ^ Quadrate, wie aucb 
Summen von swei oder drei Quadraten sein können. Diopbant 
scbUerst also nur alle Zablen a^ aus, ftlr welcbe 8 a -f* 1 von der 
Form SU* -f- 7 ist, und da es ancb unbrauebbare Zablen giebt, 
die nicbt diese Form baben, so ist seine Determination aicbt ge- 
nügend. Das bat schon Bacb et .bemerkt, aber erst Format bat 
eine erscböpfonde Determination gegeben; er sagt: 

„Die Determination Bacbets ist ungenügend, ja 
seine Versucbe sind nicbt einmal genau; denn die Zabl 
87 fallt auf die Grenze, niobt in die Regel. 

Die riobtige Determination mnfs so abgefafst 
werden: 

Man bilde swei geometrisobe Beiben mit dem Ex- 
ponenten 4, von denen die eine mit 1, die andere mit 8 
beginnt; die letztere scbreibe man in folgender Weise 
unter die erstere: 

1, 4, 16, 64, 356, 1024, 4096,... 

8, 82, 128, 512, 2048, 8192, 82 768,... 

Nun betrachten wir zuerst das erste Glied der sweiten 
Reibe, d. L 8; aber demselben stebt 1; also darf die ge- 
gebene Zabl weder das Doppelte von 1 sein, noch ein 
Vielfaches von 8 um das Doppelte von 1 abertreffen. 

Sodann betrachten wir das zweite Glied der sweiten 
Reihe, d. i. 82. Nehmen wir die darüber stehende Zahl 4 
doppelt, so erhalten wir 8; werden alle vorhergebenden 
Glieder der ersten Reihe (in diesem Falle ist das nur 1) 
dazu gezahlt, so giebt das 9. Wir nehmen daher die 
beiden Zahlen- 82 und 9 nnd sagen: Die gegebene Zabl 
darf weder 9 sein, noch um 9 grüfseif als ein Vielfaches 
von 32. 

Weiter nehmen wir das dritte Glied der sweiten 
Reihe, d. L 128. Das Doppelte der in der ersten Reibe 
darüber stehenden Zahl 16 ist 82;- werden alle vorher- 
gehenden Glieder der oberen Reihe, nttmlicb 1 und 4, 
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ein« gegebene Z»hl, den sweiten am eitie sweite 
gegebene Zahl und ebenso den dritten um eine 
dritte gegebene Zahl Termehrt^ jeder Teil ein Qua- 
drat werde. 

AnflSsnng. Die gegebenen Zahlen seien 2, 8 und 4. 
Dann ISuft die Aufgabe wieder dsraur hinaus, die Zatil 10 
in drei Quadrate su serlegen, Ton denen dos erste grOfser als 
2| das Eweite grdfser als 3, das dritte gr5rser als 4 isi Wenn 
wir also die Einheit halbieren und jede der drei Zahlen um 

^ rermehren, so haben wir ein Quadrat su suchen/ welches 



dazu gesfthlt, so erhSlt man 87. Wir nehmen daher die 
Zahlen 128 und 37 und sagen: Die gegebene Zahl darf 
weder 87| noch um 87 grOfser sein als ein Vielfaches 
Ton 128. 

Betrachten wir weiter das vierte Glied der sweiten 
Reihei so finden wir auf die dargelegte Weise die Zahlen 
519 und 149; die gegebene Zahl darf also weder 149 seini 
noch ein Vielfaches von 512 nm 149 Hbertreffen* 

Diese MetKodCi welche uuTor&ndert und ins unend- 
liche fortgeseist ansuwcndea itt| hat weder Diophant 
allgemein angegeben, noch flachet entdeckt, dessen Vor- 
suche sogari wie Ich schon oben bemerkt habej fehler« 
haft sind| nicht blofs hinsichtlich der Zahl 87« welche 
innerhalb der Grensen der Versuche liegt, die er fttr 
genau hftlt, sondern auch hinsichtlich der Zahl 149 und 
anderer«^ 

Da «her 9 • 4"+< die Potens 4" steht» und da 

1 + 4 + 4* + • • • + 4*-* — ^^~pi 

ist| so sagt Format*/ 

Die gegebene Zahl a kann weder 

j. 4. + *-,-*- L*~i 
noch 

n . 4-+' + -' • *4n -. '****V*'-' 

sein} also dftff Sa 4* ' B'^bt die Form 

4«(94ft + 7) 
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gröfiier uU ü und kleuier als S)} ist, tin twaitet Quadrat^ 
weichet grörner aU 8 und kleüier als 8||* ist| endlicli eia 

drittes Qiiadrat| welches swischeu 4 und 4j liegt. 

Es kommt somit alles darauf an, die Zahl 10| welche die 
Summe von swei Quadraten ist, in swei andere Quadrate tu 

terlegen, Yon denen das eine gröfs^ als 2 und kleiner ala Sj 

ist;^ wenn wir Ton diesiem Quadrat 2 subtrahieren, so erhalten 
wir den einen der gesuchten Teile der Zahl 1. Weiter haben 
wir das andere der beiden Quadrate [aus denen 10 bestehtl 
aufs Neue in Kwci Quadrate su zerlegen, Yon denen das eine 

grolser als 3 und kleiner als 3| ist; wird von diesem Quadrat 

3 subtrahiert, so orgiebt sich der zweite gesuchte Teil der Zahl !• 
Auf diese Weise liudou wir dann auch den dritten Teil*). 

*) Das erste der drei Quadrate, in welche 10 lerHlUt werden 
soll, mufs zwiücheu 2 und 3 liegen, also in der Nfthe Ton 2^ • 

Wir buchen daher 2j H i- oder auch 4 (2J + - j), d. I. 

10 + ( j , oder, weun -— statt — geschrieben wird, 10 -|- ji 
SU einem Quadrat su machen. Zu diesem Zwecke setzen wir 

lOi^« + 1 - (3y + !)•; 

dann ergiebt sich ^ — 6^ y' — 36, «* i-^ 144, also 

^t T^ X« 144 \W 

Dies ittt eia Näherungswert der S«ite des ersten Quadrats. 

Weiter suchen wir, da 10 die Summe zweier Quadratzahlea, 
nämlich 1 und 9, ist, einen Näherungswert fttr die Seite eines 
zweiten (nicht des gesuchten zweiten) Quadrats, welches mit dem 
ersten zusammen 10 betrügt. Zu diesem Zwecke machen wir 

'i + i <">« *(7: + i)-3o+(|)* 

IS 1 

oder, wenn - statt ~ geschrieben wird, 30 + -^ zu einem Qua« 

drat, indem wk^ 

30.V« + 1 — (öj^ + 1)* : 

setzen. Es ergiebt sieb 



/ 
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10. Aullptbt. Eine gegeben« Zahl in drei Zahlen 
Ton der Besehaffenheit an teilen^ da(a die Banme je 
aweier dieser Teile ein Quadrat sei. 



y_2, if»-4, «•-16, 
xaA es isi 

•i ^ i« le \4/ Vit/ 

Ein NSheningsweri der Seite des iweitea Quadrats ist also ||* 

setiMi wir 

, XI + »*)• + (3 -»')*- »0 
and erhalUB leicht 



« — ^. 






1 
19 

184S 

esei 



Sil 

. f djmfliilliA Um 
841 



Das ersie Qnadrat ist also^^^; dasselbe Uegt in der That 
swisehen 9 und 8. 

Den Rest Ton lO« d. L das Quadrat ^^ | haben wir jetit in 

cwei Quadrate sn teileni von denen das einoi das wir je^ nennen 
wollen, swisehen 8,nnd 4 liegt Statt dieser Orenssa nehmen m\r 

j| nnd JJ. Es soll also 

4S I S4 

oder 

4<*<4 

sein. Das dritte gesnohie Quadrat wird ^ — c* sein* Setsenwir 

esst 
84r 
so ergiebt sieh 

lest 

*"se(i + t»)" 
Run nnOi t so gewiblt werden, däft erstens 

S9(njrpy^ 4 



1 *^ \se **/ « 



i 



SSO V. ÜMk 

AlfUtUff. Dm g«g6b«iie Zahl tei la D» bqs dia grthU 
und die niitilero der getoebten ZahleDi ebenao die mitUere 
und die kleinete, endlieh auch die dritte und die ente Zahl 
je eiu Quadrat bilden, ao int die doppelte Summe der drei 
Zablen gleicb der Summe von drei QuadrateOi ron denen 
jeden kleiner als 10 ist. Die doppelte Summe der drei Zahlen 
ist aber gleich 20. Wir mClssen also 20 in drei Quadrate 
aerlegen, von denen jedes kleiner als 10 ist 

Nun besteht 20 aus swei Quadraten, nSmlich 16 und 4, 
und wenn wir eins der gesuchten Quadrate gleich 4 setzen, 
so haben wir noch 16 in swei Quadrate au teilen, von denen 
jedes kleiner als 10 ist Wir haben aber schon [in V, 13] 
gelernt, ein gegebenes Quadrat [hier 16] so in swei Quadrate 
KU teilen, dafs das eiuo [folglicli auch das andere] gr&fiier ala 
6 und kleiner als 10 sei. Wird also 16 in dieser Weise zer* 
legt, so. ist 20 in drei Quadrate geteilt, ron denen jedes 



* < 2,8 . . . 
issl* 



ist; daraus folgt 
Zweitens wub 

sein; daraun folgt 

Wir dürfen also 

ib — 2,6 

annehmen. FUr diesen Wert ist 



<2 



se(i + k*) 

t > 2,8 . . • 



1680 I 1 694 400 

*■■ au • ^ ""Yoiiäi 

6661 _ ^ ^ « 69S40t 
641 *^ "■ "707 SSI * 

Die drei gesoohten Quadrate sind also 

ia46 1 6S4 400 aasMOi 
"641 ,• 707161 » 707 aeV» 

und wenn wir vom eretea S» Tom sweitea S, Tom dritte«. 4 
enbtrahieren und alle Besultate gleiehnamig nuidien, so erkaltMi 
wir die gesockten Zahlen, almlich 

. 140447 „ 601667 m— ^^ . 
*— 707S61* "— 707161 • "* 707161 
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kleiner aIb 10 ist, und wenn wir jedes dieser Quadrate Ton 
10 subtrahieren, so bilden die Summen je sweier der erhaltenen 
Reste Quadrate^. 



17. Anfgaba. Eine gegeoone Zahl so in Tier Teile 
zn teilen, dafs die Summe je dreier derselben ein 
Quadrat sei. 

Anntenng. Die gegebene Zahl sei 10. Da nun die 
Summe der ersten Zahl nnd der beiden folgenden ein Quadrat 
giebt, und da dasselbe der Fall ist mit der Summe der iweiten 
Zahl nnd der beiden folgenden, der Summe der dritten Zahl 
und der beiden folgenden, sowie endlich der Summe der rierten 
Zahl nnd der beiden folgenden, so wird die dreifache Summe 
der Tier Zahlen gleich einer Summe Ton Tier Quadraten sein. 

*) Die Zahl 16 soll in swei Quadrate geteilt werden, 

16 — «» + (16 — «■), 
Ton denen jedes Ueiaer ab 10 ist; also mnh das eine, etwa sf^ 
swisehen 6 und 10 oder aueh swiiohen -r- und 9» also « swisohen 

Y vnd 8 liegen. 

um nun 16 «— «* su einem Quadrat su maeheui setsen wir 

16 — «• — (4 — *»)• 
nnd erhalten 

über k haben wir so su Terfttgeut dab erstens 

und sweitens 

werde. Dadurch ergeben sich (Ür t die Orenien 3,84 • • • und 
2,81 .... Wir dttrfen also s. B. ft «■ 2,;^ annehmen. Für 

diesen Wert Ist «-2. «^-W» "-«•" m?' "* ^' 
erhalten flir die gesuchten Zahlen 

t ät M48 f. tOlO '. 1S64 
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• 

Dia dreifach« Summa dar yier Zahlen iafc aber 80, Wir haben 
also die Zahl 80 in tier Qoadrate ao lerlegeui von denen 
jedes kleiner als 10 isi .Das gesehieht anf folgende Weise: 

Wenn wir jedes der rier Quadrate möglichst nahe an 
7j bringen und darauf jedes dieser Quadrate von 10 subtra- 
hieren, so erhalten wir die gesuchten Zahlen. Wenn ich aber 
die Zahl 30 betrachte, so sehe ich, dafs sie die Summe Yon 
16, 9, 4 und 1 ist. Von diesen vier Quadraten nehmen wir 
9 und 4, da jedes derselben schon kleiner als 10 ist. Dann 
erübrigt noch, 17 in swei Quadrate su zerlegen, Ton denen 
jedes kleiner als 10 sei. 

Wenn wir nun, wie wir es schon gelernt haben, 17 ao 
in swei Quadrate teilen, dafs das eine dieser Quadrate grSfser 

als 8y und kleiner als 10 ist, so wird jedes derselben kleiner 

als 10 sein, und wenn wir jedes dieser Quadrate von 10 sub- 
trahieren, so werden wir die beiden noch fehlenden gesuchten 
Zahlen erhalten. Zwei dieser Zahlen hatten wir nämlich schon 
ermittelt, da sich für die eine 6, fQr die andere 1 ergeben 
hat. Die Aufgabe ist somit gelöst*^). 



^) Um 17 in zwei Quadrate xu serlegeui von denen jedes 
kleiuer als 10 Ui^ machen wir 

S'+i- oder 4(81+ •.)-34 + (l/ 

oder, wenn - -« -- geseta&t wird, 34 -f* — r su einem Quadrat Zo 

diesem Zwecke setzen wir 

34^« + 1 — (6y — !)• 
und erbalten 

In der That ist 



J.I , 1 . 1SS5 /W\« 



also rr ein Ni&herungswert der Seite ' jedes der beiden gesuchten 

Quadrate, 

Da nun 17 — 1* + 4* und . 

S6 . fS IS 

IS ~ IS • IS 



/ ' 



A 
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18. Anfgftto. Drei Zahlen ron der Beiehaffeobeii 
tn finden, dafe der Knbns ihrer Summe, wenn er nm 
jede ^er Zahlen rernehrt wird, wieder einen Kuhns 
giebt 

AnnSsmig. Wir tetsen die Snmme der drei gesuchten 
Zahlen gleich x und die erste dieser Zahlen gleich 7«*, die 
sweite gleich 26«^, die dritte gleich 63«*. Dann ist schon 
die Bedingung erfüllt, dafs der Kubus der Summe der drei 
Zahlen, wenn er um jede derselben Termehrt wird, einen 
Knbus bildet 

Es erflbrigt noch, dafs die Summe der drei Zahlen gleich 
x sei. Diese Summe ist aber DOx*. Es soll also 

sein. Wird alles durch x diridiert, so folgt 

96«*— 1. ^>^ 

Nun ist 1 eine Quadratsahl; wenn daher auch 00 ein Quadrat 
Ware, so wilre die Aufgabe gelöst. 

Ich untersuche nun, auf welche Weise 06 entstanden ist 
00 ist die Summe ton drei Zahlen, ron denen jede, wenn sie 
nm 1 Termehrt wird, einen Kubus bildet Die Aufgabe ist 
also darauf xurOckgefDhrt^ drei Zahlen ron der Beschaffenheit 
an suchen, dafs eine jede, wenn sie nm 1 termehrt wird, 
einen Kubus gebe, und dafa augleich ihre Summe tili Qua- 
drat aeL 



ist| so settea wir 

IT ^ (1+ 23«/ + (4 — l»^y 
und erhalten 



Daraus ergiebt sich dann 

4-1»«- 3,^, (4 « ISx)« - -j^^gj. 
Die beiden leisiea geenehien Teile ton 10 sind somit 

" *■ itl 801 » ' ■■ ist 801 ' 
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Wird die Beila des eraten Kubus gleieh X'^ l, ^ im 
tweiUn gleich 2 — x^ die - dee dritten ^eich 2 geeetst, eo 
wird der erste Kubus «' + 8^4*8'4*lf ^^ s weite 
Ox* *{" 8 — 0^ — l2Xf der dritte 8 sein. Ich subtrahiere ton 
jedem dieser Kuben 1 und setse die erste Zahl gleich 
x^ + flx^ + 3ap| die zweite gleich Cx* + 7 — s* — 12a;, die 
dritte gleich 7, Denn erübrigt noch, dafs die Summe dieser 
Zahlen ein Quadrat bilde. Diese Summe ist aber 

9x» + 14 — Ox. 

Wird dieser Ausdruck gleich dem Quadrat Ober der Seite 

Hx — 4 gettetzti so ergiebt sich 

1 

X mm • 

i&sa 
Folglich wird die erste der gesuchten Zahlen -j^ , die aweite 

-_-.- , die dritte 7 sein« 

Jetzt gehe ich sur ursprünglich gestellten Aufgabe aurflck 
und setze die erste Zahl gleich ^fi^i^f die zweite gleich 

8S75 ^1 ^® dritte gleich 7 «* und die Summe der Zahlen 
gleich X. Dann wird 

4S740 j ^ 

'Jr iBB Xm 

S87& 

Wenn man den Koeffizienten von 9? durch 15 hebt mid beid« 
Seiten durch x dividiert, so folgt 

2lU6x« — 225, 
uud daraus erhalt man 

15 

* 54 

Diesen Wert setzt man in die AusdrQcke f&r die gesnehten 
Zahlen ein, uud dann ist die Aufgabe gel&st*). 

♦> Wird I — (a» - l)x^ II — (6» - !)«•, III — («• — 1)*» 
und I 4* H "h 111 "" ^ gesetzt, so ergiebt sich die Oleiehnng 
(1) (a* + 6» + c» — 3)*«— 1; 

es ist also a' 4* ^" "f" ^ — ^ i>^ ^i^ Quadrat zu rerwandeln. 

Diophant stellt nun eine Abhängigkeit zwischen a, 6, c fest| 
und zwar in der Weise, dafs aus dem in ein Quadrat zu Ter* 
wandoluden Ausdruck die dritte Potenz der Unbekannten rerscbwin« 
det und der Kouftizient der zweiten Potenz eine Quadratzahl wird« 
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. 19. Aullptbe« Drei Zahlen toh der Beschaffenheit 
sn finden, da'fs der Knbue ihrer Summe, wenn er nm 
jede der Zahlen Termindert wird, einen Kuhns giebL 

Auflüsung. IVir selten wieder die Summe der Zahlen 

7 Sit 

gleich jr, die erste Zahl gleich . a;\ die aweito gleich |^ x* 

und die dritte gleich ^^ xr\ Dann erObrigt noch , dab die 
Summe dieser Zahlen gleich x sei. Es wird also 

487T • 

• X* ■»■ X . 

17«S* *• 

oder, wenn beide Seiten dqrch x difidi^rt werden, 

4877 , . 
I7S8* "■ ^* 

Da nun 1 eine Quadratftahl ist, so mflfste auch der Koeffisient 
Ton i^ ein Quadrat sein. Wie ist aber dieser Koeffizient ent- 
standen? Dadurch, dafs wir die Summe Ton drei Kuben, Ton 
denen jeder kleiner als 1 ist, ron ä subtrahierten. Es kommt 
also darauf an, drei Kuben an finden, Ton denen jeder kleiner 
als 1 ist, und deren Summe, wenn sie Ton 8 subtrahiert wird, 
ein Quadrat als Hest liefert 

Wir wollen, dafs jeder Kubus kleiner als 1 sei; wenn 
wir es also so einrichten, dafs die drei Kuben susammen 
kleiner als 1 sind, so wird jeder eintelne gewifs kleiner als 
1 sein. Es mufs dann das [bei der Subtraktion Ton 3J übrig 
bleibende Quadrat gril^fser als 2 sein. Setzen wir dieses übrig 

bleibende Quadrat gleich 2 1 , so haben wir -r in drei Kuben 

SU serlegen. Wir erweitem diesen Bruch in der Weise, dafs 



Das geschieht s. B., wenn a als die unbekannte angesehen, 
6 -" 8/9* — a geseist wird, wo ß eine beliebige Zahl ist, und 
für d eine beliebige bestimmte Zahl f genommen wird. Dana wird 

«• + 6» + c»— 8 — ifi^af - ilß^a + (27^ + y* - 8). 



Ausdruck ist auf die gewöhnliche Weise iu ein Quadrat tu 

▼erwaadeln. Dadurch wird a, alio aaeh 5 bestimmt | und durch 

> Emsetsung der Werte Ton tf, t, c in Gleichung (1) erhllt man 

einen rationalen Wert Ton s;, der seinerseits rationale Werte roa 

Ii II, IU Uefeii 

nie>%til, AtMMiHllu 18 
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sein Nonner eiiifi Kobikiahl| etwa 210 wird« Daiw mOsMii 
wir 102 in drei Kuben gerlegen. 102 iet die Somne »na der 
Kubiksahl 125 und der Differens der Kuben 04 und 27. Wir 
haben aber in den Porismen den Sats, dab die Differena sweier 
Kuben immer auch eine Summe ron swei Kuben ist 

JeUt gehen wir au der ursprOnglich gestellten Aufgabe 
surQck, nehmen jede der gefundenen Kubiksahlen und sublr»* 
hieren dieselbe tou 1. . Die Reste nehmen wir als die [Koef* 
fizienten tou «* in den AusdrQcken der] gesuchten Zahlen an, 
deren Summe wir gleich x setzen; dann trifft es schcm an, 
dar« der Kubus der Summe der drei Zahlen, wenn er um jede 
der Zahlen vermindert wird, einen Kubus giebi 

Es erübrigt noch| dsfs die Summe der drei Zahlen gleich 

X sei. Diese Summe ist aber 2| r*. Wird dieser Ausdmek 

. gleich X gesetzt, so ergiebt sich 

« 

.8» 

und diesen Wert hat man in die Ausdrücke fllr die gesuchten 
Zahlen eiiizuHetzen*^). 





*) Setzen wir 




• 








.-••.-;v 


■ 




iii-'-^F 


**». 


1 + 


II + III — X, 


80 ergiebt 


sich die 


Gleichung 


* 


(1) 




+ i^ 


1 + 1.- 


J)*'-i; 


■ • 


es iiit also «ler Ausdruck 












»-(i. 


+ i + 


i) 





in ein Quadrat zu verwandeln, und zwar mub dieses Quadn^i 
< 8 sein. 

Diophant nimmt fttr dasselbe willkflrlicb 3|>; dann ist 

* U. * U. ± — ' 

Wenn also - in drei Kuben serftllt wird, so ist die Aufgabe ga- 

l(tei Nun ist 

8 _ isi _ ISO , 61^ ^ Jll 

4 ~ iiö "■ <io "• sie fi4* 
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90* Anfl^abe. Drei Zahlen ton der Beschaffenheit 
IQ finden, dafs eine jede, wenn aie um den Kabns der 



abo naeh IV, 3| Anmerkung, 1. Aufgabe tob Baehei, p. 177 

: - «)■+ (;s)'+ o'- 

Wir erhalten daher, da x* ■» r^ ist, 



I ^1 K IT i^^*?7 ^ 111 tO 888 417 8 
* ""sie*«?» " ■■ 6 0«8'&68 'ii' ■■ 10 .146 41t' 17 



- • 



An Haoheis Benprechnng der Ltfinng dieser Aufgabe knüpft 
Format die folgeude Bemerkung, die wobi rerstanden werden 
wirdf auch wenn ich ton einer Wiedergabe der Bachet*Bcben 
Erörterungen Abstand nehme. 

„Diophant giebt die Art der LOsung nicht an, oder 
der griechische Text ist terdorben. Backet glaubt, Dio- 

phani sei [bei der W^hl ton 9jl durch den Znfall unter* 

stflttt worden, was ich aber nicht sngebe, da ich die 
Methode Dtophants nicht fOr schwer sn finden halte. Es 
ist ein Quadrat sn snchen, welches swischen 2 und 8* 
liegt, und welches, wenn es ton 3 subtrahiert wird, einen 
Rest giebt, der sich in drei Kuben serfallen ISfst Wird 
die Seite des gesuchten Quadrats gleich einem um 1 
▼ermtnderten beliebigen Vielfachen ton jr, s. B. gleich 
9 — 1 gesetst, so giebt die Subtraktion des Quadrats 
Ton 8 den Rest 2 — x* -f* ^^* Bie drei Kuben, deren 
Summe diesem Ausdruck gleich sein soll, hat man so sn 
bilden, dafs snletst eine Gleichung swischen swei allge« 
meinen AusdrOcken bleibt, in welchen die Exponenten 
ton « um 1 terschieden sind. Dies kann auf unsfthlig 
tiele Arten bewirkt werden. Der eine dieser Kuben 

habe die Seite 1 — -^ o?, die ändere (damit x in der Summe 
beider den Koeffisienten 2 erhalte) 1 +«| dann ist die 
Summe der beiden ersten Kuben 2 -f* ''+ 't^'f'sY^* 
Wird dies ton i^ir^x — «* subtrahiert, so bleibt for den 
dritten Kubus -« 4|^»' — 1|«*. Die Seite dieses dritten 

Kubus darf also ftnr ein Yielfaehes ton x und mnfs mit 
dem Zeichen — behaftet sein* Aueh macht es keine 
Schwierigkeit, den Koeffiiienten . ton x hierbei so sn 

wlhleni dafs der Wert ton jx positit nnd kUiftor als 1 



f: 
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8omm« der drei Zahlen ?ermiiiderk wird, •Ibm Ka« 
boa als Beet gebe. • 

Aaf Ueaag. Wir eetsen wieder die Baume der drei ZaUea l 

gleich 0^1 die erste Zahl gleieh 2s*| die tweite gleieh 9«*, die \ 

dritte gleich 28x'. Dann erflbrigt noeh| dafs die Snmme der ] 
Zahlen x sei. Diese Summe ist aber ildj^i Es .mnfs daher 

89«» — « 

sein, oder, wenn beide Seiten dureh x ditidiert werdoi^ 

39^— !• 

Wenn also der Koeffizient 39 ron tf eine QoadratsaU 
w&re, so wftre die Aufgabe gel5si 89 ist aber die um 8 
▼ermehrte Summe ron drei Kubikxahlen. Wir müssen also 
drei Kubikiahlen sucheui deren SummOi wenn man sie um 3 
▼ermehrty eine Quadratxahl wird. 

Wir nehmen an, die Seite des ersten Kubus sei x^ die 
des sweiten 3 — or, die des dritten irgend eine bestimmte 

'werde, und dafs die Seite des dritten Kubus kleiner als 
die des sweiten sei. Nachdem dies gesohehen, wird der 
erste der Kuben offenbar kleiner als 1 sein, wie es Ter* 
langt wurde. Da nunder sweite Kubus gröfser als 1 und 
der dritte mit dem Zeichen — behaftet ist, so ist offen- 
bar noch die Different xwisohen dem sweiten und dritten 
in die Summe xweier Kuben zu ferwandeln, aus wel- • 
ohem Grunde sowohl bei Diophant, wie bei mir dies die 
sweite Operation ist, die vorgenommen werden mufs. 

Wir haben aber, sagt Diophant, in den Porismen den 
Satx, dafs die Differens sweier beliebigen Kuben gleich 
der Summe zweier Kuben ist. 

liier bleibt Bachet wieder stecken, und da ihm die 
Porismen Diophants fehlen, so behauptet er, diese sweite 
Aufgabe bedürfe einer Determination. Er lehrt nämlich 
die Differeni zweier Kuben nur unter der Bedingung in 
die Summe zweier Kuben verwandeln, dafs der grOfsere 
der gegebenen Kuben mehr als das Doppelte des kleineren 
beträgt. Denn er weifs nicht, wie er freimütig gesteht, 
dafs die Differenz zweier ganz beliebigen Kuben in die 
Summe sweier Kuben verwandelt werden kann. Ich habe 
oben bei der 2*^** Aufgabe des 4*** Buches glttcklich das 
Verfahren entdeckt, diese und die Übrigen Aufgaben 
dieser Art allgemein zu lOsen^^ 
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Zahl, etwft 1. Dftun itt die Summe der drei Kuben gleich 
Ojt* + 28 *- 21x. Wird hierzu 8 addiert, so erhalten wir 
Di* + 81 — 27«. Diesen Ausdruck setsen wir gleich dem 
Quadrat Ober der Seite 8ap ^ 7, so ergiebt sieh 

6 

* 5 

• • • 

Das ist die Seite des ersten Kubus} die des sweiten ist y, 

die des dritten 1. Den Kubus jeder dieser Seiten Termehre 
ich um 1 und setse, indem ich sur ursprOnglichen Aufgabe 
Obergehe, jede der gesuchten Zahlen gleich x^ mit je einer 
.' der erhaltenen Zidilen als Koeffisienten« Dann erQbrigt noch, 
dab die Summe der drei Zahlen gleich x werde. ' Es wird also 

Uli»'-*, 
nnd daraus folgt 

'y ' ^ • 

Dieser Wert ist in die Ausdrücke f&r die gesuchten Zahlen 

einiusetsen*). ^ 

I . 

« 

21. Aufgabe. Drei Zahlen au finden, die so be-* 
schaffen sind, dafs ihre Summe ein Quadrat ist, und 
dafs der Kubus ihrer Summe, wenn er um jede der 
Zahlen Termehrt wird, ebenfalls ein Quadrat giebt 

Auflösung. Damit die Summe der drei Zahlen ein Qua- 
drat sei, setsen wir dieselbe gleich 7?\ femer nehmen wir an, 

♦) Wird 1 — («• + 1)«», li — (6» + !)«•, m — fc«+iy 

und I -f" II ^- ni ■■ « gesetzt, so ergiebt sich wie in V| 18, dafs 

0^ 4. 5* ^. V + 8 

in ein Quadrat Terwandelt werden mufi. um diesen Ausdruck 
SU einer Funktion sweiten Grades fttr eine Unbekannte , etwa «i. 
SU maohen und dabei su bewirken , dafs der Koeffizient ron a' 
ebe QuadratzaU werde, setsen wir h^^tf^ '^ a und gleich 
irgend ^er bestimmten Zahl f , so wird 

«■ + 6i + c> + 8-. 9^0* - n^a + (^7^ + / + 8)} 

hat man diesen Ausdruck in eb Quadrat terwandelt und dadurch 
a, h bestimmt, so giebt die Oleichung I + H + III ■■ • den 
Wert Ton x* 



280 V. BMk 

die erste der gesuchten Ztthleii sei 8 4^1 die sweil« 8jr^, ^ 
dritte 16 a^. Dann ist die Bedingimg schon erfBllt^ dafe der 
Kubus der Summe der Zahlen, wenn er um jede der Zahlen 
vermehrt wird, ein Quadrat gebe. 

Es erübrigt noch, daTs die Summe der Zahlen gleich s* 
sei. Ihre Summe ist aber 26:r*. Wird 

26ä« — X« 

gesetst und beidemeits durch x* dividiert, so folgt 

26j;« — 1. 

Nun ist 1 eine Quadratzahl, deren Seite ebenfalls ein Quaddit 
ist. Daher mQfHte auch 2Gj^ ein Biquadrat sein. Der Koef- 
fizient 2ß von 3^ ist aber die .Summe dreier Zahlen, von denen 
jode, wenn sie um 1 vermehrt wird, eine Quadrataahl giebt. 
Es kommt also "darauf an, drei Zahlen zu suchen, von denen 
jede, wenn sie uo^ 1 vermehrt wird, ein Quadrat giebt, und 
deren Summe ein Biquadrat ist. 

Wir setzen die eine der gesuchten Zahlen gleich j^ -— 2j^, 
die zweite gleich x^-^-^x, die dritte gleich x* — 2x. Jede 
dicbcr Zuhlfu bildet bei Addition von 1 ein Quadrat, und da 
die Summe derselben aufiicrdem ein Biquadrat ist, so ist die 
Aufgabe durch allgemeine Zahlenausdrflcke gelöst 

Wird a;"»3 angenommen, so wird clie eine der gesuchten 
Zahlen U.*), die zweite 15, die dritte 3. 

Jetzt gellen wir zur ursprünglich gestellten Aufgabe zu* 
rück und setzen wieder die Summe der drei Zahlen gleich xi*^ 
die erste Zahl gleich 630.-*, die zweite gleich 15a:', die dritte 
gleich 3x^ Da nun die Summe der Zahlen x* sein soll, so mu(s 

sein, und daraus folgt 

1 
9 

Wie man weiter zu verfahren hat, liegt auf der Hand*). 

•) Wild I — fa«— IV«, II — (6» — !)«•, Ill — (c«-i)«« 
und I 4- II + 111 "~ '^^ gesetzt, fo ergiebt sich 

(a» + 6« + c* — 8)«* — 1. 

Es ist aUo (1^ 4" ^' 4" ^ ^ 3 ^tt einem Biquadrat zu machen. Zu 
diesem Zwecke setxi Diophaut 
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n« Aufgabe, Drei Zahlen Ton der Beschaffenheit 
SU finden, das« ihre Summe eine Quadratsahl isti und 
dass der Kubne ihrer Snmme ebenfalls ein Quadrat 
wird| wenn man jede der Zahlen daron subtrahiert 

[Die Losung dieser Aufgabe fehlt im Original. Wie 
Nessel mann (p. 410 ff.) überzeugend nachweist, sind hier 
ausserdem noch zwei Aufgabe« mit ihren Löitungen und der 
Wortlaut einer dritten Aufgabe: 

Drei Zahlen su finden, die so beschaffen sind, 
dass ihre Summe gleich einer gegebenen Zahl ist, 
und dass der Kubus ihrer Summe, wenn er um jede 
der Zahlen rermindert i^ird, ein Quadrat giebi 

Tom Schreiber weggelassen worden und gleich die Lösung 
dieser letzteren (weggelassenen) Aufgabe in noch dazu Ter- 
stflmmelter Form gegeben. Diese letztere Aufgabe soll uns 
also hier beschäftigen.] 

Anflteang. [Die gegebene Zahl sei 2. Da also die 
Summe der gesuchten Zahlen 8 ist, so iM] der Kubus ihrer 
Summe 8. Dieser soll ein Quadrat geben, wenn er um jede 
der Zahlen rerroindert wird« [Wenn wir also 24 um die 
Summe der drei Zahlen, d. L 2, rer mindern, so werden wir 
die Summe dreier Quadrate erhalten. Somit ist 22 die Snmme 
Ton drei Quadraten, und man sieht leicht^ dass jedes derselben 
swischen 6 und 8 liegen muss.] Wir haben daher 22 in drei 

Quadrate zu. zerfallen, von denen jedes [kleiner als 8 und] 

__—.——. — .— — 

a» — (m» — 1)« — m* — »*• +1 

V mm (u •{- ty mm «* -f S« + 1 

I*— («— 1)»— II*-'9m4>1, 

WO M anbetttmiDt bUibtj dum wird 

«• + *« + ^-a — »« Biid « — -*-, 
•Im 



I — ii . " — ii— . in-^ — ii 

E. & i«t Mr H «- S 

'"?»• "-m« ™"ii»* 
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grSrter aU Ut Wenn wir dann j«det dieser Quadrate ¥on 
8 aubtrahiereni so erbalten Wir die drei geauchten Zahlen.. 
Wie man aber 22 in drei Quadrate aerlegti von denen jedea 
awiicben 6 und 8 liegk^ iat scbou geieigt worden*)* 



88« Aufgabe« Einen gegebenen Brueh ao in drei 
Brttche au xerlegeui daas jeder deraelbeui wenn er um 
den Kubus ihrer Summe Termindert wird, ein Qua- 
drat bilde. 

Auflfieung. Der gegebene Bruch sei r. Derselbe soll 

auf die f orgescbriebcne Weise in drei BrQche serlegt werden« 

Es soll also jeder der letztereU| wenn er um ^ Termindert 

wird, ein Quadrat geben. Folglich wird die Summe der 

*) Um die Aufgabe im Bume Diopbants sn Ende xo führen, 

unienuohen wir, welchen quadratUcheu Bruch wir tu ^ oder - , 

al«o SU 66 SU addieren habeu, um ein Quadrat sa erhalten, d. h. 

für welcheuWert Yon x der Ausdruck 66-|- -^i also auch %^jfi-\'\ 

«in Quadrat wird« Betxon wir 

66x"+ 1 «-(1 -|-Ha)\ 
so ergiebt sich 

X — 8, ifmm 64. 

Es ist also 66 um ^. uud daher 7^ um ^-^ su Termehreni um 

ein Quadrat xu gebcu. lu der That ist 7 j -|- -rf^ >» Lt4J * 

Daweiter22 — S*+S' + 3* und 65 — 48 — 17, 72—65 — 7 
ist| so haben wir 

22 — (8 — 7«y + (8 — Ixy + (2 + llxif 

SU setxen und erhalten 

IS 

* "■ SSI ' 
Es sind aUo die Seiten der gesuchten Quadrate -^t -gaf • "^ft 

„ ^ . . ... 1100401 1100401 1094 HS . .. 

die Quadrate selbst -|ri^Aa-i TAyT.{iri .i^r7Ä=-t «»* *• «•" 



suchten Zahlen 



14«J7es ' li»lii% > .14S7SS 

%1 7öl_ JLI*ll *^ ^ 

140 769 * 149 769 ' 149 769 
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BrQche, wenn man sie om ^^ fermindert, gleich der Bnninie 
fon drei QuadraieUi und wenn ich an jedem dieser Quadrate 
^ rnddiersi so werde ich die gesuchten Brüche erhalten. Das 
ist aber leichL Es kommt nämlich nur darauf an, [| -* A ""j!i 
in drei Quadrate an serlegeUi was keine Schwierigkeit macht*). 



94. Aufgabe. Drei Quadrataahlen Ton der Beschaf« 
fenheit au finden, dafs das Produkt derselben, wenn 
es um jede der Zahlen rermehrt wird, ein Quadrat 
bildet. 

Auf ISsuig. Wir setzen das Produkt der drei Zahlen gleich 
jc* und suchen drei Quadrate, yon denen jedes, wenn es um 
1 Termehrt wird, wieder ein Quadrat giebL Das kann Ter* 
mittels jedes rechtwinkligen Dreiecks geschehen. 

Ich wühle also drei rechtwinklige Dreiecke; wenn ich 
bei einem jeden derselben das Quadrat* der einen Kathete 
durch das Quadrat der a weiten Kathete diTlfli%^, so erhalte 
ich die Terlangten Quadrate. [Nehme ich die Dreiecke mit 
beaiehungsweise den Seiten ^ 4, 6j 6, 12, 18; 8, 16, 17], 

so wird das eine Quadrat j^^» das zweite ttt^» das dritte 

^j«* sein, und jedes derselben bleibt ein Quadrat, wenn es 

um a^ Termehrt wird« 

Nun soll noch das Produkt der drei Zahlen gleich s^ sein. 

Dies • Produkt ist aber ^|y^0Q ^* Das soll gleich s^ sein« 

Wird alles durch a? diridiert, so folgt 

14400 



SIS 400 



«•-1. 



*) Man erhilt leicht 



1» Ix ^ 4. • 

•4 64*^" i5"r iojji 

« 

und daraus eigeben sich fttr Ae gesuehtea BrOebe die Werte 
tso J9_ jn^ 

iioo* isoo* isoo* 
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El mlUseii dann »uch di« Seiten beider Quadrutiftlilen ein- 
ander gleioh sein, nUo 

HO . - 

Nun ist die Einheit eine QnadrntxahL Wenn daher nneh ^^ af 

ein Quftdrat wBre, so wSre die Aufgabe getöst. Dem iet aber 
nicht so. 

Die Aufgabe iet somit darauf aurückgef&hrt| drei recht* 
winklige Dreiecke von der Beschaffenheit su finden, dafs das 
Produkt aus den drei Loten , multipliaiert mit dem Produkt 
aus den drei Basen derselben ein Quadrat bildet*). Dieses 
Quadrat wird also das Produkt aus den beiden Katheten des 
einen rechtwinkligen Dreiecks sum Faktor haben, und weua 
wir alles durch das Produkt aus den Katheten eines der ge- 
fundenen Dreiecke dividieren, so erballen wir das Produkt 
aus den Katheten des zweiten Dreiecks, multipliziert mit dem 
Produkt aus den Katheten des dritten. Wenn wir daher 
3,4,5 als Seiten des ersten Dreiecks annehmen, so haben wir 
noch zwei rechtwinklige Dreiecke zu suchen, bei denen das 
Produkt aus den Katheten des einen das Zwölffache von dem 
Produkt der Katheten des andern ist. Es wird dann auch die 
Plilche des einen das Zw5lffache der Fläche des andern sein. 
Wenn sie aber das Zwölffache sein mufs, so darf sie auch 
das Dreifache derselben sein. Solche Dreiecke sind nun aber 
leicht zu bestimmen, und man erhtilt als Seiten des einen 
1), 40, 41, als Seiten des andern 8, 16, 17. 

Nachdem wir die drei rechtwinkligen Dreiecke ermittelt 
haben, kehren wir zur ur8prCiuglich gestellten Aufgabe zurück 

und setzen des erste gesuchte Quadrat gleich ^zx\ das zweite 

B4 Sl 

gleich 095^*1 ^AB dritte gleich ^^^'J^* Wenn wir dann das 

Produkt der Zahlen gleich ^ setzen, so erhalten wir ffir x 
einen rationalen Wert, der in die Ausdrflcke f&r die Quadrate 
einzusetzen ist. 



*) Wenn -^ ein Quadrat ist, so mufs auch ^ • b «* a6 ein 
Quadrat sein, und umgekehrt. 



[ 
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90000*'""**» 10000** — '» -,o*-"l»«—i 5 »»•»•"»* 

^) Werden die gesaebien Qnmdrafiableii n\ e*, i9* geBamili 

vsd tind ai«ftftC|; Oft^i«^; 09,5,1 €^ bexiebmigtweite die R»* 

theieB und die HjpoteBuee dreier redtwiiikUgeii Dreieeke» eo eetit 

Diopbaat 

«I, «ff ^ 

•!»■/*, r»«r»x, üf««^« 

vod n'i^ic* -■ A Dann ist 

n t c* ■ r* 

u^trtf^ + •»* "^ «* + i'i Jp* "■ "j t" » w. •. w.; 

also hai maii nur nocli der Bediogong 

SO genügen, nnd damit siob ftlr x ein rationaler Wert ergebe, mnfa 

fc*i!*ir« also aueb aiViä^hfO^h^ eine Quadratiabl sein, 
e, n, o, 

Anmerkung Ton Fe*rmat: 

,,Ieb will die Metbode Diopbants, welcbe Baobet 
niebt begreift, wieder berstellen nnd erlftntern: Da das 
erste recbtwinklige Dreieck 3, «4, 5 nnd das ans seinen 
Katbeten gebildete Reobteck gleieb 13 ist, so baben wir, 
sagt Diopbant, zwei recbtwinklige Deieeke Ton der Be- 
sebaffenbeit sn snoben, dafs das Produkt ans den Ka- 
tbeten des einen das ZwOlffaohe des Produkts aus den 
Katbeten des andern sei. (Der Ornnd ist der, weil dann 
das Produkt ans den Katbeten des einen in das Produkt 
ans den Katheten des andern eine Zabl liefert, welobe 
eine 13 ibnlicbe Flftobenzab)*) ist, so dafs dnrcb Multi- 
plikation derselben, wie die Aufgabe fordert, eine Qua* 
dratsabl entstebt.) Auf diese Weise, fibrt Diopbant fort| 
wird dann aueb die Fliehe des einen das ZwOlffaehe der 
Fliehe des andern sein. Diese Worte bedürfen keiner 
Brllnternng. Diopbant fIbrt fort: Wenn si^ aber das 
ZwOlffaebe sein fli.nfs, so darf sie aueb das Dreifache sein. 



^) Euklid Vn, Brkllmngen 16 nnd 31. Wenn iwei Zahlen 
etnander TenielfUtigen, so nennt man das Pirodnkt ans denselben 
tka^ Flieh entahl nnd die Zahlen, wehdie einander terfielllltigen, 
Seiten derselben. •— Ähnlich sind PlIcbeBtahleni welobe prd« 
portionierte Seiten haben. 



* • 

ttk AollplM. Dr«i Qoftdrfttssliloii Von 4«r Betchtf- 
fenhoit su finden^ dtis dti Prodakt d«rtelb«ii, wean 
es um Jede der Zahlen vermindert wird, ein Qnedrel 



Dean wenn maa IS durch die Qaadratsahl 4 dividiert, 
■e erhält man 8| and beim MuUiplizierea entstellt immer 
eia Quadrat, da der Quotient sweier Quadratsahlea eiae 
Quadratsahl ist Die wettere Lösung der Aufgabe giebi 
Diopbant nicht; ich werde daher das Fehlende erglniea. 
Es möge in diesem Falle das eine Dreieck r ermitteis der 
Siahlen 7 und 2, das andere vermittels 5 und 2 gebildet 
werden« Dann ist die Flache des ersten Dreiecks [28,45, 
53] das Dreifache der Fläche des andern [20» 21, 29], und 
beide genttgen der Aufgabe. Die allgemeine Regel, swei 
rechtwinklige Dreiecke su finden, deren Flächen in einem 
gegebenen Verhältnis su einander stehen, ist folgende: 
Wenn sich das gröfsere Dreieck snm kleineren wie B:8 
verhalten soll, so bilden wir das grOfsere Dreieck ver* 
mittels der Zahlen 212-f-i9 und If— ^S, das kleinere ver« 
mittels 72 4" *^^ ^^^ Ji'-^S; oder auch das erste Dreieck 
vermittels 2]i< — 19 und JK -f* '^i das sweite vermittels 
iS'^lt und Ic '\' S\ oder auch das erste Dreieck vermit- 
tels %ll und iX-^S, das sweite vermittels iR + 8 und 
4i/— 25; oder auch das erste Dreieck vermittels Ji'^'A8 
und 272 — 4iS, das sweite vermittels ßS und i^ — 2& 

Aus dem Gesagten kann eine Methode entnommen 
werden, drei rechtwinklige Dreiecke zu finden, deren 
Flächen sich wie drei gegebene Zahlen verhalten, wo* 
fern nur die Summe zweier dieser Z^ihlen das Vierfache 
der dritten ist. Sind s. B. i?, S^ T die drei gegebenen 
Zahlen und 72 -f T'^AS^ so bildet man die drei recht- 
winkligen Dreiecke auf folgende Weise: 

Das erste vermittels R^^iS und 272— 45, das zweite 
vermittels 65 und 72— 25, das dritte vermittels iS+T 
nnd 45 — 22*; dabei haben wir aber It>T vorausgesetzt. 

Hieraus läfst sich auch eine Methode entnehmen, 
dlrei rechtwinklige Dreiecke zu finden, deren Flächen ein 
reektwinkliges Dreieck bilden*). Die Aufgabe läuft näm- 
liek darauf hinaus, ein rechtwinkliges Dreieck von der 



^) Das keifst hier, wie bei Diophant, dsfs die Zahlen, wekhe 
Urufee der Flächen angeben, der Gleichung j:* -f- jf* «■ z:* 
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Auf löiniig* Wir letsen das Produkt der gesachten Zahlen 
gleieh a^ und drücken diese Zahlen selbst durch af mit Ko« 
effisienten aus, welche wir wieder mit Hülfe rechtwinkliger 

Dreiecke, bilden. Die eine Zahl sei zi^f die andere j«g^f.die 

dritte ^gg^« Dann ist die Bedingung erf&Ut, dass das Pro- 

dukt der Zahlen, d. i. «*, wenn es um jede der Zahlen Ter- 
mindert wird, ein Quadrat giebL 

Es erübrigt noch, daTs das Produkt der drei Zahlen gleich 

«* sei Dies Produkt ist aber «-{sTöss '** ^^^ dasselbe gleich 
s^ gesetat und alles durch o;* diridiert, so folgt 

26S00 ^ - 

Nun ist 1 ein Quadrat, dessen Seite wieder ein Quadrat isL 
Es müfste also auch r22foS6^ ^^^ Biquadrat sein. 

Wir sind somit wieder su der Aufgabe geführt, drei recht- 
winklige Dreiecke von der Beschaffenheit su finden, dafs das 
Produkt der drei Hypotenusen durch Multiplikation mit dem 
Produkt der drei Lote ein Quadrat werde*): 



Beschaffenheit su finden, dafs die Summe der Hypote- 
nuse und der Basis das Vierfache des Lotes sei Das ist 
aber leicht, und dieser Forderung genügt jedes Dreieck, 
welches dem Dreieck mit den Seiten 17, 15^ 8 fthnlioh 
ist. Von den drei Terlangten Dreiecken wird das erste 
Termittels.49 und 2, das sweite yermittels 47 und 2, das 
dritte vermittels 48 und 1 gebildet 

Weiter ergiebt sich hieraus eine Methode, drei recht- 
winklige Dreiecke su finden, deren Flftehen sich wie 
drei gegebene Quadrate Terhalten, Ton denen swei su« 
sammen das Vierfache der dritten sind, undvbenso kann 
man auf diesem Wege drei rechtwinklige Dreiecke Ton 
derselben Fläche ermitteln. 

Ja wir können sogar auf unendlich riele Arten swei 
rechtwinklige Dreiecke bilden, deren Fliehen in einem 
gegebenen Verhältnisse su einander stehen, indem wir 
die eine VerhAltnissahl^ oder beide mit gegebenen Qua- 
draten multiplisierea.'* ' 

^) Die gewfthllen Dreieeke haben die Seiten 8, 4, ft| lt| 8, 



W«M j0til Mm imtk das P^nkt ms Amt Hjpötouiie 
wmi Atm Loto im «umi Draaeks dif idiot wird, so »ifii dtr 
Qootient das Piodakt sein, welehc« erludfen wird, undcn vaa 
das Produkt mm d«r Hypoteniiae und dtm Lot mam ncbV 
winUigea Dreiecks mit dem Produkt ans der Hjpotenuis und 
dem Lot eines andern Dreiecks muUiplixierk 

Das eine rechtwinklige Dreieck habe die Seiten 3^ 4^ 6$ 
dann haben wir noch swei rechtwinklige Dreiecke ?on der 
Beschaffenheit su suchen, dass das Produkt ans der Hjpote- 
nuse und dem Lot des einen das 20Cache des Produkts aus 
der Hypotenuse und dem Lot des andern seL Wenn das eine 
Produkt aber das 20 fache des andern sein muss, so darf es 
auch das FQnffsche sein. 

' Solche Dreiecke su erhalten ist aber leicht [Gehen wir 
nämlich Ton 46m Dreieck mit deu Seiten 3, 4, 5 und ¥on dem 
gröfieren mit den Seiten 5, 12, 13 aus, so können wir Ter- 
mitteil der Katheten jedes derselben ein neues rechtwinkliges 
Dreieck bilden; diese Dreiecke werden beziehungsweise die 
Seiten 7, 24, 25; 119, 120, lü9 haben.] Jetst kehren wir su der 
ursprünglich gestellten Aufgabe zurück und setzen das Pro- 
dukt der drei Quadratzuhleu gleich a^, diese selbst aber gleich 

tb * 626 ' 28601 *• 

Dann erQbrigt noch, dafs das Produkt der Zahlen, d. l 

10.676.14 400 ^_. 
86.026.28 601 *^ "■ ^ 

werde; wir dividieren beide Seiten durch sf und setzen die 
Seiten der beiden erhaltenen Quadrate einander gleich; dies 
giebt 

4.84.120 ^_ I 
6.26.108 *^ "■ *• 

«id daraus folgt 

06 

X mm — • 

* 4S 



IS; 16,«, 17. Wenn nun i^JSs*'-* ^»^t ^ «uflianeh [^^ 

^ ssa. Dann wttrde x ratioaal werden, wenn Hos "* sTisTil * 
(4.5.8).(6;13.17) ein Quadrat wire. 



/ 
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Durch Eintetimig diese« Wertet erhftll mMi die geenehten 
QuadrmtsEhlen [JJJ, |JJJ, Jg]^). 



^) Sind die gesachien Qaadratxahleii wieder •i\ t^| r*| lo 
eetkl Diophani unter Bemitsuiig der Seiten 

<»i» *if ^11 «1» N» ^? <"•» ^1» ^ 
dreier rechtwinkligen Dreiecke 

«1 0m 0» 

c, c, Ca 

und u^v^w* — * r'. Dann ist 

fi'r*fr* — ii* «■ !?• — -•= «* ^ ' , I w. •. w. 

Man hat also aar noch der Bedingnng 

(«•••MV-x« oder ?'"«''^x»-l 
>c,c,c,/ C,c,r, 

stt genügen I and damit sich fllr 4r ein rationaler Wert ergebe, mub 
- '— , ako auch (h^^^t^Ot^t *^® Qoadratiahl sein. 

Anmerkung ^toii Format: 

^Backet hat die Aufgabe 25 ebenso wie die Torher- 
gehende Terfehlt Ich will Diophants LOsungsmethode 
erUntern und darlegen. Es sind swei rechtwinklige Drei- 
ecke Ton der Beschaffenheit xn suchen, dafs das Produkt 
aus der Hjpoteause und dem Lot deil einen mm Produkt 
aus der Hypotenuse und dem Lot des andern in einem 
gegebenen Verhttltnis stehe. 

Diese Aufgabe hat mich lange gequält, und jeder,* 
der sie in Angriff klimmt, wird finden, dafs sie wirklich 
eine sehr schwierige ist; aber sulettt eröffnete sich mir 
doch eine allgemeine Methode su ihrer LOsung. 

Es sollen swei rechtwinklige Dreiecke von der Be- 
schaffenheit ermittelt werden, dafs das Rechteck ans der 
Hjpotenuse und dem Lot des einen das Doppelte des 
Rechtecke ans der Hjpoteause und dem Lot des an* * 
dem sei 

Bilden wir das eine dieser Dreiecke rermittels der 
Zahlen Ä und J9, das andere Tcrmlttels A und D, so ist 
das Rechteck aus der Hypotenuse und dem Lot des 
erstett B .9Ä^ '^ ^^^Ä^ das Reohteek aus der Hypote- 
aase nad dem Lot den andera D.tÄ^ + ^* ^^^ Da nun 

B. Sil* + D*. Sil — >(!>• lil* + I^*l^) 



240 
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M, AxJliflb^. Drei Quadratitbleii Ton d«r Beiehsf» 
fenhejt tu findeOi iah, wenn jede derselben nm dee 
Produkt der Zehlen fermindert wird; die entetsiide« 
neu Uette Quadrate seien. 

Auflöaung. Wir netzen wieder das Ph>dukk der drei 
Zahlen gleich a^ und bilden die [Koeffitienten der] Zahlen 

sein •oll| so wird 

sein. Wird beiderseits durch A dif idiert, so folgt hierans 

2^ . il» + !;• — D . a-A« + D» . 2 



oder 
Wenn also 



2Jfi — n* mm B . A^ -- iD . A\ 
^— s/i i— -*J 



tu einem Quadrat gemacht wird, so wird die Aufgabe 
gelöst sein. 

Wir haben also statt B und D swei Zahlen von der 
Beschaffenheit zu suchen, dafs, wenn man den doppelten 
Kubus der zweiten um den Kubus der ersten verinindert 
und die Differenz durch die Differenz zwischen der ersten 
und dem Doppelten der zweiten Zahl*) dividiert oder 
(was auf dasselbe hinausl&uft) mit dieser Differenz mnl<- 
tipliziert, ein Quadrat sich ergebe. Wird D «« « -f" ^i 
i' "" 1 gesetzt, so ist 

2Jfi — //^ — 1 + 6ar + 6«! + 2uF», 
2B -- D — 1 —ar. 

Ks soll also das Produkt aus l'-^x in I -|- C^-{-6jt'-)~ 2«^^ 
zu einem Quadrat werden. Das Produkt ist aber gleich 
1 + ßx — 4x^ — 2x\ Wenn wir 

1 + 6x- 4jc» - 2u*- (J-X+ 1 - ^^x^y 

setzen, so wird x sofort rational bestimmt 

Das Verfahren [wolchod wir fUr das Verhältnis 9 : 1 be* 
folgten] Ittfst sich fQr jedes andere Verhältnis anwenden. 

*) Hier begeht Format eine Verwechselung, indem er statt 
B — 2D im Folgenden 2ii — J) nimmt, wodurch die ganze Bech- 
nung hinHlllig wird. Brassinne's Versuch (p. 107)| die Sache 
richtig zu stellen| ist verfehlt. 
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selbst Termittels dreier beliebigen rechtwinkligen Dreiecke. 
Dann werden wir «nch hier dasn gefllhrty rechtwinklige Drei- 
ecke Ton derselben Beschaifenheit wie in der Torhergehenden 
Anrgabe au suchen. Wenn wir dieselben Dreiecke wie dort 

benntsen und das eine gesochte Quadrat gleich j^^» das 

Eweite gleich Tfsx\ das dritte gleich \t^^^ setzen, so ist 

die Bedingung erfOllt, dafs jede der ZahleUi wenn man sie 
um das Produkt derselben , d. u «* ¥ermindert| au einem Qua- 



Mau hat statt der einen gesuchten Zahl die Summe aus 
A und dem Oberichufs der grOfseren Verhftltaigiahl ttber 
die kleinersi statt der andern diesen Überschnfs selbst 
XU setsen, wie wir es schon fOr das Verhttltnis 2:1 go* 
than haben. Denn auf diese Weioe wird das tou der Un* 
bekannten nnabbingige Glied immer eine Qnadraisahl 
werden, und die Gleichung wird leicht su lösen sein. Hat 
man so swei Zahlen gefundeui welche B und D ersetseni 
so wird man sur ursprUnglichen Aufgabe surClckgehen. 

Als ich die Torstehende Anmerkung sur 35. Aufgabe 
wieder Tornahm, schien es mir geraten, alles sofort 
wieder aussulAsehen, weil diese Aufgabe gar nicht auf 
die von mir behandelte surttckgeftthrt werden kann. Da 
mir aber die Lösung einer andern Aufgabe, su welcher 
ich das nicht hierher gehörige Problem behandelt habe, 
gelungen ist, so habe ich nichts Unnilties, sondern nur 
etwas am ungehörigen Orte gethan, und daher mag die 
Bandbemerkung stehen bleiben. 

Als ich die Aufgabe Diophants einer neuen Prüfung 
unterwarf und meine Hethodi sorgflltig aberlegte, habe 
ich die Aufgabe endlich allgemein gelöst Ich werde nur 
ein Beispiel mitteilen, aber Zahlen, welche selbst sur 
Genflge angeben, dafs ich die Lösung nicht dem Zufall, 
sondern der Kunst rerdanke. In der Aufgabe Diophants 
sind swei rechtwinklige Dreiecke Ton der Beschaffenheit 
SU suchen, dafs das Produkt aus der Hjpotenuse und 
dem Lot des einen sum Produkt aus der Hjpotenuse und 
dem Lot des andern sieh wie ft : 1 Terhalte. Zwei solche 
Dreiecke sind folgende: Das erste hat die Hypotenuse 
48648669109, die Basis 86088779809, das Lot 8947i97S680, 
das sweite die Hjrpotenuse 49 686 769 988, die Basis 
41990696480, das Lot T 894 900 088.** 

Pl»f fcealj Attttotmi 16 
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drmt wird. Ea muti nun noch dM Phidakt der 
gleich 9? getetit werden; diee» Bedingung liefert 

4S 



i Zahlen 



% "■ 



€6' 



[ao dab eich für die gecochten Qnndrmte die Werte J^, J^» 



§J ergeben].») 



let» lee 



87. Aufgabe. Drei Quadrntiahlen ¥on der Beechaf- 
fenheit lu finden, dafs dat um 1 Tergröfeerte Produkt 
je iweier derselben ein Quadrat aeL 

Auflöaung. Daa um 1 vermehrte Produkt aua der ersten 
und zweiten Zahl aoU ein Quadrat bilden. Wird allea mit 
der dritten Zahl, welche aelbst ein Quadrat iat| multipliaiert, 
ao ergiebt sich, dafa daa mit der dritten Zahl mnltiplisierte 
Produkt der beiden ersten Zahlen, d. L daa Produkt der drei 
Zahlen, wenn man ea um die dritte Zahl fermehrt, au einem 
QMadrat werden mufs. Ebenso mub ein Quadrat entstehcUi 
wenn die erste oder die zweite Zahl zum Pro^lukt der Zahlen 
addiert wird. Diese Aufgabe haben wir aber schon Torher 
[V, 24] gelöst, und die oben gefundenen Zahlen genügen auch 
der vorliegenden Aufgabe. 

*) Sind wieder u', t;^ m^* die gesuchten Quadratzahlen, ao 
Reizt Diophaut unter Benutzung der oben benutzten drei recht* 
winkligen Dreiecke 



und 
dann ist 



I ^1 



U*V*K;' MB j;'; 



a. w. 



Man hat also nur noch die Bedingung 

(^•^•MV-x» oder ^^'^^^\ 

c c c 
zu erfüllen, d. b. ^ * ^ oder auch Oi^i^t^t^t^t *^ einem Quadrat 

zu machen. 
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88.Aiifgab«, Drei QuftdratsRhlen Ton der Beschaf- 
fenheit sa finden, dafs das um 1 Terniinderte Pro- 
dukt je zweier derselben ein Qnadrat sei. 

Auf Usnnf . [Das um 1 Terminderte Produkt aus der ersten 
und zweiten Zahl soll ein Quadrat sein.] Wenn wir alles mit 
der dritten Quadratsahl multiplizieren p so ergiebt sich, dafs 
das Produkt aus den beiden ersten Zahlen, multipliziert mit 
der dritten Zahl, d. i* das Produkt der drei Zahlen, wenn es 
um die dritte Zahl rermindert wird, ein Quadrat giebt. Ebenso 
mu(s das Produkt der drei Zahlen, sowohl wenn die erste, 
als auch wenn die zweite Zahl davon subtrahiert wird, ein 
Quadrat werden. Diese Aufgabe ist aber schon [V, 25] ge- 
I5st worden, und die oben gefundenen Zahlen -genQgcn auch 
der vorliegenden Aufgabe. 



w 

20. Aufgabo. Drei Quadratzahlen von der Deschaf- 
fenheit zu finden, dafs, wenn man das Produkt je 
zweier derselben von 1 subtrahiert, der Rest ein 
Quadrat sei. 

Auflösung. Es soll ein Quadrat erhalten werden, wenn 
das Produkt je zweier der Zahlen von 1 subtrahiert wird. 
Wenn wir die Olefchung mit der dritten (düiMiicht genom- 
menen] Zahl multiplizieren, so führen wir die Sache auf die 
Aufgabe zurück, drei Quadratzahlen von der Beschaifenheit 
SU finden, dafs eine jede, wenn sie um das Produkt der Zahlen 
vermindert wird, ein Quadrat als Rest giebi Diese Aufgabe 
ist aber schon [V, 26] gel5st worden. 



80« Aiifgabo, Es ist eine Zahl gegeben. Man soll 
drei Quadratzahlen ermitteln, die so beschaffen sind, 
dafs die Summe je zweier derselben und der ge« 
gebenen Zahl ein Quadrat sei , 

AifUhruBg. Di« gegebene Zahl sei 16, eine der gesuchten 
Zahlen 9. Dann haben wir noeh zwei Quadratzahlen za er- 
initleln, von denen jede, wenn sie u^ 24 vermehrt wird, ein 
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Quadrat giabi, und dtrcn Bumme bei Addition yob 16 ebeii- 
falls ein Quadrat wird. Wir mfluoi folglich nmSchat swai 
Quadrate aueheO| yob denen jedes bei Addition von 24 ein 
Quadrat bleibt 

Wir nehmen su diesem Zweeke Zahlen, welche Divisoren 
▼on 24 und sugleich Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 

sind. Der eine Faktor sei -j, der lugehörige also 6x\ dann 
ist die HUfte des einen Faktors --, die HiHle des andern 8«. 
Femer sei ein Faktor --i also der lugehSrige '8x; dann*i8t 

die HUfte des einen Faktos -r*« die Hälfte des andern 4x» 
Nun sei die Seite des einen Quadrats die DifiPerens -r~~3'f 

m 

die Seite des andern Quadrats — -— 4dp. Dann ist die Be- 

SR 

dingung erfttllt» dafs jedes der beiden Quadrate, wenn es um 
24 Tcrmehrt wird, wieder ein Quadrat giebt. 

Nun soll noch die Summe der beiden Quadrate, wenn sie 
um 15 fermehrt wird, ein Quadrat werden. Man erhalt auf 

diese Weise -r; + 2^^**^} dieser Ausdruck soll gleich einem 

Quadrat sein. Wird derselbe gleich 26x' gesetst, so ergiebt 

sich dp «■ -jr , und diesen Wert hat man in die Ausdrücke (&r 

die gesuchten Zahlen einsusetsen. [Man erhält f&r dieselben 
9 .L w•>^ 

» 100' «26J ^' 



*) Da Diopbaat die ebe der gesuchlea Qoedratiablen will« 
kürlieh gleich 9 aanimmt| so hat man nur noch oc'iif' so su be- 
itimmen, dafs jeder der drei Ausdrucke 

16 + 9 + «", 15 + 9+y*, 16 + :r« + y* 

ein Quadrat werde, bt nun 16 + 9, d. i 

24 — a . 6 — a'. h\ 
so seist Diophaai 



• 
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8L Aufgab«« Es ist eine Zahl gegeben. Man soll 
drei Qnadratsahlen ermitteln^ die so beschaffen sind, 
dafs die Bnmiae je sweier derselbeni wenn man sie 
nm die gegebene Zahl Terminderti ein Qnadrat werde« 

bei dieser Annahme wird nimlieh 

2 * + *" - 4i» - s- + -4 - + « ^ - \i « + t; • 

Es erttbrigt also nnr, den Ansdmek 

so einem Quadrat sv machen; das ist aber leicht^ wenn, wie Die- 
phant Toraussstit, o* 4" a'' ^^d 6* 4" ^'' Qasdratiahlen sind| 
demi dann hat man nur • 

16 + «•+ r — - \^ t- öder anoh -■ — -^ — ii* 

• 

tu setseni nm einen rationalen Wert Ton n nnd somit auch TÖn 
X sa erhalten. ^ 

Zusats Ton Format: „Vit Hülfe dieser Aufgabe werde 
ich die Lösnng der- folgenden Aufgabe geben, die sonst 
recht schwierig erscheinen wflrde: 

Es ist eine Zahl gegeben. Man soll Yier andere Zah- 
len Ton der Beschaffenheit ermitteln, dafs die Summe Je 
iweier derselben sn einem Qnadrat wird, wenn man sie 
um die gegebene Zahl fermehrt* 

Die gegebene Zahl sei 15, nnd es seien bereits nach 
der Aufgabe Diophants drei Qnadratsahlen Ton der Be- 
schaffenheit ermittelti dafs die Summe je sweier der« 
selben dnrch Addition der gegebenen Zahl ein Quadrat 

1 ftS9 

wird. Diese drei Qnadratsahlen sind 9, r^, ^^^* 

Wir setsen nnn die erste der Tier gesnehten Zahlen 
gleich x*— 16| die sweite gleich 6a; -f*^ (weil 9 eine der 
Qnadratsahlen nnd 6 das Doppelte ihrer Seite ist); ans 
demselben .Orniide setsen wir die dritte Zahl gleich 

Y«-f'iöo* '^^ Tierte endlieh gleich ij^ + jiz' Dnrch 

diese Annahme werden schon drei Fordernngen der Anf« 
gäbe erfallt, da jede der drei lotsten Zahlen, wenn man 
die Snmme der ersten Zahl und 16 dasu ilhlt, ein Qna* 
drat wird. Es erttbrigt nech| dafs anch die Summe der 
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Anflteuf . Die gegebene Zahl sei 18^ imd ee werdt 0uw 
der ge»ucbteu Quadrate gleich 25 angenommen. Dann hnbu 
wir swei andere Quadratiahlen in ermitteln, ¥ön denen jade 
bei Addition fon 12 ein Quadrat wird» und deren Soipme bei 
Bubtraktion ¥on 13 ebenfalls ein Quadrat giebi 

Wir nehmen wieder die Difisoren ¥on 12, welche die 
Dif ision mit 3 und 4 ergiebt, und eetien die Seite dea einen 

Quadrate gleich der Differeni If ^ "^ • • die Seite dea andern 



1* 



gleich 2x — ' ; dann ist die Bedingung erfllUt» dafa jedea 

der beiden Quadrate, bei Addition von 12, ein Quadrat bleibe. 
Es soll nun noch die Summe beider Quadrate, wenn 18 da- 
von subtrahiert wird, ein Quadrat als Rest geben, d. h. es soll 

der Ausdruck --^^ 6^u^ — 2b ein Quadrat sein. Wird der* 

Wert hat man in die Ausdrücke für die gesuchten Zahlen 
einzusetzen. [Man erh&lt 25, 4, -««J'^)« 

zweiten und dritten Zahl bei Addition Ton 16, ebenso 
die Summe der dritten und vierten Zahl bei Addition 
von 16, endlich die Summe der sweiten und vierten Zahl 
bei Addition von 16 ein Quadrat werde. 

Diese dreifache Gleichung' ist aber leioht sn 10sen|| 
da jeder der Ausdrücke, die zu Quadraten werden sollen, 
nur ein Olied in x und, als von x unabhlDgiges Glied, 
eben iu Folge der Anwendung der von Diophant in 
seiner Aufgabe ermittelten Zahlen eine Quadratsahl 
enthalt. Ich verweise also auf das, was ich zur 94. Auf- 
gabe des 6. Buches bemerkt habe/^ 

*) Sind a die gegebene Zahl, fc' das willkürlich angenommene, 
x*f y* die noch zu ermittelnden Quadrate, so soll jeder der Aus- 
drucke 

zu einem Quadrat gemacht werden. Ist nun Jb* — a«"tt./9, und wird 
gesetzt, so ergiebt sich leioht 
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8a. Aufgabe. Drei Quadratsahleii Ton der Beschaf- 
fenheit SU finden, dafs die Summe ihrer Quadrate 
wieder ein Quadrat sei 

Anflfisung. Wir setsen das eine der gesuchten Quadrate 
gleich x*, das andere gleich 4, das dritte gleich 9; dann wird 
die Summe ihrer Quadrate gleich ä^ -f* ^'^ ^^* Dieser Aus- 
druck soll ein Quadrat sein. Setzen wir denselben gleich dem 
Quadrat Ober der Seite a^ — 10, so erhalten wir 20«' — 8| 

und wenn das Produkt der Zahlen 20 und 8 [also auch der 

Quotient |gj ein Quadrat wlre, so wire die Aufgabe gelSst. 

Es kommt somit darauf an, swei Quadratsahlen und irgend 
eine Zahl su suchen, die so beschaffen sind, dafs, wenn die 
Summe der Quadrate jener Quadratzahlen ?on dem Quadrat der 
Zahl subtrahiert wird, der Rest und das Doppelte der Zahl 
sich wie swei Quadrate su einander ferhalten. 

Wir setsen das eine gesuchte Quadrat gleich c^^ das tweite 
gleich 4, die willkOrliche Zahl gleich «'-f*^* YfM dann 



Es ist also nur noch , 

su einem Quadrat su machen, und wenn wieder «, ß die Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sind, d. h. wenn «* 4* /'' ^i^e Qua- 
dratzahl ist, so mscht dies keine Schwierigkeit 

Zasats Fermats: 

„Dasselbe Verfahren, dessen wir uns in der Torher« 
gehenden Aufgabe bedient- haben, um Tier Zahlen su 
ermitteln, Ton denen die Summe je sweier, wenn sie um 
eine gegebene Zahl Termehrt wird, ein Quadrat bildet^ 
kann hier angewandt werden sur Bestimmung ?on Tier 
Zahlen, Ton denen die Summe je sweier ein Quadrat wird, 
wenn man sie um eine gegebene Zahl Terminderi Es 
ist nimlieh die erste Zahl gleieh c' -f" ^ *^ setsen, wo « 
die gegebene Zahl bedeutet| die sweite gleich k* -f* "i^'i 
wo ft' die erste der drei in Dlophants Aufgabe erhaltenen 
Quadratsahlen beseichnet| alles andere ist klar.** 
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dai Quadrat dieaar Zahl iim dia Summa dar Ouadrata jeiiar 
boidan Quadratiahlan Tarminderti io blaibt dat Uaak Sx*. 
Diaaer .und das Doppalta toh af -f* ^9 '• ^ Src* -(" ^i •ollen 
aich wia swai Quadrate su ainandar farbaltau. Daaaalba mufa 
dann mit dan H&lfkan baidar Zablan dar Fall sain, d. h. 4a^ 
und «* 4" ^ müasen sich glaichfalla wia swai Quadrata ?er- 
halteo. Da nun 4«* ain Quadrat ist, so mufa auch ^ -|- ^ 
ein Quadrat sain. Wird dieaar Ausdruck glaich dam Quadrat 

über dar Beita x + l gesetzt| so argiebt aich rr -■ l|-« Ea 

wird also das eine geauchte Quadrat 2j, das andere 4, die 

willkttrliche Zahl -:- seioi und wenn alle diese Zahlen ?er* 

?ierfacht werden, so sind die gesuchten Quadrata 9 und 16p 
dia willkarliche ZaU 25. 

Jetzt gehen wir xu der ursprünglich gestellten Aufgabe 
xurttck und setzen die eine gesuchte Quadratzahl gleich a^^ 
die zweite gleich 9, die dritte gleich 16, Die Summe der 
Quadrate dieser Quadratzahlen wird dann o^ -f~ 33*^ ^^^^ Diaam 
Ausdruck aetzen wir gleich dem Quadrat über der Seite 

X* — 25; dann ergiebt sich ^ "" -jt* Daa übrige iat einleuch- 



tcnd ['**-, 9, 16]*). 



*) Werden die geauchtou Quadnbtahlen x*, y', i* genwiiik, 
M> soll 2^ -|- y* -{- <* ein Quadrat «ein. Wir setzen 

** + y* + «* — (**— *)•} 

dann ergiebt lieb 

t«- (y* + f«) 

* *k 

Diophanl nimmt nun ft ■■ y* 4* ** u; dann üA 

und damit dieser Ausdruck ain Quadrat sei, müssen jr« i Kathatan 
eines rechtwinkligen Dreiecks sein. 

Anmerkung Fermats: „Warum auoht aber Diophaat 
nicht zwei Biquadrate, deren Summe ein Quadrat saiV 
Diese Aufgabe ist allerdings unmöglich, wie mein Ba- 
weisverfahren in aller Strenge darthun kann.^ 

Dafs weder die Summe, noch die Differenz zweier Biquadrate 



\ 
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88. Aiifkabe [Vieta, ZeL, V, Sclilnfs]. 

Zweierlei Wein, die MaTs*) des bessern su acht, die 

des sehlechtern 
Zn fOnf Drachmen jedoch mischte der kundige Herr. 
Was er fflr beide Sorten besahlt, war eine Qua- 

dratxabl. 
Fflgst du Bu diesem Quadrat eine gegebene Zahl, 
80 erh&ltit du ein andres Quadrat, und es sagt 

dessen Seite 
Dir die Menge des Weins, den er im gansen TermischL 
Nun, mein Knabe, bestimm* mir, wie fiel ron der 

besseren Sorte 
Und Ton der schlechtem wie Tiel jener susammen-' 

gemischt, 

Auflösung. Der Sinn dieses Epigramms ist folgender: 
Es hat Jemand zwei Krflge Wein gekauft; Ton dem einen 
kostet die Hafs 8, Ton dem andern 6 Drachmen. Die Zahl 
' der Drachmen, di^ er im ganzeil bezahlt, war eine Quadrat* 
zahl. Wird dieselbe um 60 Termehrt, so entsteht eine zweite 
Quadratzahl, und die Seite der letzteren giebt an, wie Tiel 
Mab Wein er im ganzen gekauft hat Man soll bestimmen, 
wie Tiel Mafs )Kn/8 und wie Tiel zu 6 Drachmen es ge- 
^ wesen sind. 
^ Wir setzen die Anzahl der Mafs gleich xy dann wird 

der Preis, den er im ganzen bezahlt hat, ^ — 60 sein, und 
dieser Ausdruck soll zu einem Quadrat gemacht werden. Die 
Seite dieses Quadrats wird gleich der Differenz zwischen x 
und irgend einer Ton x < unabh&ngigen Zahl sein. Nun, ist 
dP* — 60 aus zwei Teilen zusammengesetzt, nSmlick ans dem 
Preis des Weines,' Ton dem die Mafs 8 Drachmen kosteti 
und deim Preis desjenigen, Ton welchem die Mab 6 Drachmen 
kostet Da nnn der fOnfte Teil vom Preise dieaes sohlech- 
teren Weinet uns die Zahl der Mafs Ueferti die Ton dieser 



dn Quadrat sein kann, ist Ton Enler (CSommeatatt Alg. ColleeL I, 
p. S4, sowie Algebra, II, Kap. Uli) bewiesen. 

•) JMe - 8,98 
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drat wird. Bi mob wm noeh das IVodakt der drei Zahlen 
gleich op* geeetit werden; dieae Bedingung liefert 

48 



[eo dab sich für die geenehten Quadrate die Werte j^, |^, 
JjJ ergeben].») 



S7. Aufgabe. Drei Quadratiahlen ?on der Beschaf- 
fenheit lu finden, daft das um 1 ?ergr5fserte Produkt 
je iweier derselben ein Quadrat seL 

AnflSsnng. Das nm 1 vermehrte Produkt aus der ersten 
und sweiten Zahl soll ein Quadrat bilden. Wird alles mit 
der dritten Zahl, welche selbst ein Quadrat ist, multipUtiert, 
so ergiebt sich, dafs das mit der dritten Zahl multiplisierte 
Produkt der beiden ersten Zahlen, d. i. das Produkt der drei 
Zahlen, wenn man es um die dritte Zahl vermehrt, su einem 
Qgadrat werden mufa. Ebenso mub ein Quadrat entstehen, 
wenn die erste oder die zweite Zahl xum Produkt der Zahlen 
addiert wird. Diese Aufgabe haben wir aber schon vorher 
[V, 24] gelost, und die oben gefundenen Zahlen genQgen auch 
der vorliegenden Aufgabe. 



*) Sind wieder n', t;^ w* die gesuchten Quadraizahlen, so 
seist Diophani unter Benutzung der oben benulzien drei recht- 
winkligen Dreiecke 

und 

dann ist 

iit — u*v*u^ ■- --| «• — «•■- 5S **» tt. s. w. 

Man bat also nur noch die Bedingung 

C'^MV-x« oder ^••^*»-l 

c c c 
tu erfüllen, d. h. ' '^ oder auch t^eiO^egU^c^ su einem Quailral 

Ol W| dj 

SU machen. 
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96« Aufgab«. Drei Quadrateahlen Ton der Beschaf- 
fenheit in finden, dafs das nm 1 Terminderte Pro- 
dukt je zweier derselben ein Quadrat sei. 

Anflfisung, [Das nm 1 Terminderte Produkt aus der ersten 
und zweiten Zahl soll ein Quadrat sein.] Wenn wir alles mit 
der dritten Quadratzahl multiplizieren, so ergiebt sich, dafs 
das Produkt aus den beiden ersten Zahlen, multipliziert mit 
der dritten Zahl, d. i. da« Produkt der drei Zahlen, wenn es 
um die dritte Zahl Termindert wird, ein Quadrat giebt. Ebenso 
mub das Produkt der drei Zahlen, sowohl wenn die erste, 
als auch wenn die zweite Zahl daton subtrahiert wird, ein 
Quadrat werden. Diese Aufgabe ist aber schon [V, 25] ge- 
löst worden, und die oben gefundenen Zahlen genOgon auch 
der Torliegenden Aufgabe. 



99. Aufgabe. Drei Qnadratzahlen Ton der neschaf- 
fenheit zu finden, dafs, wenn man das Produkt je 
zweier derselben Ton 1 subtrahiert, der Rest ein 
Quadrat sei. 

AuflSsuBg. Es soll ein Quadrat erhalten werden, wenn 
das Produkt je zweier der Zahlen Ton 1 subtrahiert wird. 
Wenn wir die Olefchung mit der dritten (SfeiMiicht genom- 
menen] Zahl multiplizieren, so führen wir die Sache auf die 
Aufgabe zurück, drei Quadratzahlen ?on der Beschaffenheit 
zu finden, dafs eine jede, wenn sie um das Produkt der Zahlen 
▼er mindert wird, ein Quadrat als Rest giebi Diese Aufgabe 
ist aber schon [V, 26] gelöst worden. 



90« Aufgabe. Es ist eine Zahl gegeben. Man soll 
drei Quadratzahlen ermitteln, die so beschaffen sind, 
dafs die Summe je sweier derselben und der ge- 
gebenen Zahl ein Quadrat sei 

Aiflüsug« Di^ gegebene Zahl sei 16, eine der gesuchten 

Zahlen 9. Dana haben wir noch swei Quadratzahlen sn er* 

initteln, Ton denen jede, wenn sie u^ 94 fcrmehrt wird, ein 

ie> 
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Humiuii lly werd«. Wird ein Fanfttl der ereien Zahl gleich 
X geseUti 80 int ein Achtel der sweiten gleich llj — jp; die 
erste Zahl selbst wird dann bx, die tweite 92 — Sx sein« 
Die Summe dieser beiden Zahlen soll 72 j betrag«. Dann 

wird X'mj^. Es waren also j| Mabi jede sn 6 Drachmeni 

Aft 

und Yf MarS| jede su 8 Drachmen^ Torhandeni und alles 
andere ist einleuchtend. 



VI. Buch. 



L Aufgabe. Ein rechtwiBkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit xn finden, daft die Differenz switchen 
der Hypotennee nnd jeder der Katheten ein Knbnt lei. 

Anfltenng. Das gesuchte rechtwinklige Dreieck sei Ter- 
ttittels sweier Zahlen gebildet, Ton denen die eine x, die 
andere 8 sein möge« Dann wird die Hypotenuse jb* -f~ ^i ^^ 
Lot 6x, die Basis if — 9 sein. Wird nun die Hypotenuse 
um die eine Kathete, nämlich um x" — 9, vermindert , so 
bleibt der Rest 18, und das ist keine Kubiksahl. 

Wie ist nun die Zahl 18 entstanden? Dadurch, dafs wir 
das Quadrat Ton 3 Terdoppelt haben. Wir müssen also eine 
Zahl ermitteln, deren doppeltes Quadrat eine Kubikzahl ist 
Wird diese Zahl x genannt, so soll 2s? gleich einem Kubus, 
etwa gleich sf sein, und daraus ergiebt sicn!^^«-" 2. 

Daher bilde ich das rechtwinklige Dreieck Tcrmittels der 
Zahlen » und (statt 8) 2. Die Hypotenuse desselben wird 
jE* -f* 4| das Lot Ax^ die Basis x' — 4 sein, und jetzt ist die 
Bedingung erfttUt, dafs die Differens swischen der Hypo* 
tenuse nnd der Basis, d« L o^ «— 4, ein Kubus seL 

Ea soll nun aber auch ein Kubus erhalten werden, wenn 
man das Lok, d. L 4#, tob der Hypotenuse subtrahiert, d. h. 
der Ausdruck j^ -f* ^ "^ 4a? soll gleich einem Kubus sein. 
Dieser Ansdrutck ist das Quadrat Aber der Seite d? — 2. Die 
Aufgabe wird also gelöst, wenn wir die Zahl # -^ 2 an einem 
Kubus maehen. Dieser Knbus sei 8, so ist #■« 10. 

D«i Dreieck wird alao daa ▼ermiitels der Zahlen 10 tmd 
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8 gsMUMa Mb; di* HjpolMiaM daMrib« kk 104, dM Lot 
40, die BMit 90, nad diaMt Draicek «rfUU die Badtugaiigwi 
dar AiifgtU*). 

i. Aoigßh^. Bin reelitwinkliges Drtieek tob der 
Beschaffenheit tu tini%n, dafs die Bamme der Hypo« 
tenase nad jeder der Katheten ein Kubas sei 

AnflSenng. Wenn wir, wie in der rorhergehenden Anf- 
gabe, das gesuchte Dreieck Temiittels sweier Zahlen bilden» 
•o wird es darauf ankommen, ein Quadrat tu. ermitteln, durch 
dessen Verdoppelung ein Kubus entsteht. Es ist dies das 
Quadrat Ober der Seite 2. 

Daher bilden wir wieder das rechtwinklige Dreieck ver- 
mittels der Zahlen x und 2; die Hypotenuse desselben wird 
«' + 4i die eine Kathete 4«, die andere Kathete 4 — ;r* sein. 
Dann ist noch sii bewirken, dafs die Summe der Hypotenuse 
und der ersten Kathete ein Kubus werde. Damit ferner der 
gefundene Wert von a^ in die Ausdrücke fttr die Seiten ein- 
geseti&t werden könne, mufs derselbe kleiner als 4, also s 
kleiner als 2 sein. 

Ks kommt somit darauf au, einen Kubus xu suchen, der 
kleiner als 4 und grOrser als 2 ist. Ein solcher Kubus ist 

^ * Wird nun 

« + 2-V 

gesetst, so ergiebt sich 

11 

* e 

*) Werden die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks vermittels 
der Zahlen or« y gebildet, so ist die Hypotenuse «* + J^i wihrend 
die Katbeten «" — y* und 2gfß sind« Es soll nun jeder der Aus- 
drQoke 2y' und (x <— y)' ein Kubus werden« 9y* wird ein KubuSi 
wenn y «■ Sa' angenommen wird, wo o jede Zahl sein kann. 
Nun soll noch {x — 9a*/, aUo aoch «-—Sa*, tu einem Kabus 
gemacht werden. Das geschieht, wenn man «"^da'-f*^* setit, 
wo b KleiohfalU eine beliebige Zahl bedeutet Die Seiten des recht- 
winkligen Dreiecks sind also 

«a* -f 4aV + 5«, fc^^a' + k*), 4a»(9a» + *».) 



Tf. Baek. 2ßB 

Die Ilypot^unae wird folglich ^ , die eine Kaihete -^^ , die 

andere Kathete -^ aein, und dieses Dreieck genOgt den Be- 
dingungen der Aufgabe*). 



8. Aufgabe. Ein rechtwinicliget Dreieck Ton der 
Beschaffenheit in finden/ dafs die Zahl, welche den 
Flicheninhalt desselben ausdrückt, eine Quadrat- 
aahl wird, wenn man sie um eine gegebene Zahl 
Termehrt 

AnflSsüng. Die gegebene Zahl sei 5, und das Dreieck 
sei der Form nach bestimmt durch die Seiten 3x, ix und 
bx\ dann wird die Fltiche desselben durch die Zahl flx' aus- 
gedruckt Es soll also Ox* + ß ein Quadrat werden. Dies 
Quadrat sei Od:*, so erhält man, indem man Gleiches Ton 
Gleichem subtrahiert, 81:* «-5. Es mabten nun [wenn sich 
für X ein rationaler Wert ergeben sollte] diese beiden Gröfscn, 
folglich auch ihre Koeffirienten, sich wie zwei Quadrate su ein- 
ander Tcrhalten. • 

Daher kömmt es darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck 
und eine Quadratzahl Ton der Beschaffenheit su finden, dafs, 
wenn man den FlScheninhalt des Dreiecks Ton der Quadrat- 
sahl subtrahiert, der Rest der f&nfte — da die gegebene Zahl 
6 ist — Teil eines Quadrats seL , 

Wir bilden, jetzt das rechtwinklige Dreieck rermittels 

der Zahlen x und ■—• Der Flacheninhalt desselben wird 
[da die Katheten «* — -§ und 2 sind] 9^-^-^ Min. Die Seite 

•) Sind wieder «* + Jf*, «• — jr*t ^^f die Seiten des ge- 
suchten Dreiecks, so ist sowohl 8«*, als auch {x -f- Jf)* sa einem 
Kubus SU machen» Die erste Bedingung erfordert, dafs « «■ Sa* 
sei, «ad dann wird X'\rjtf also auch {x -f- jff ein KubuS| wenn 
man y «« ft* -^ So* annimmi Die Seiten sind demnach 

4a« + (M -* ««y, »»(4«»-.fc»)i 4«»(ft*-JA 

und nesatiTe Werte werden termieden, wem tf swlschen Sa« 
und 4i^ Uegi 



Sfi6 
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des Qoadrata mi die Bammt von » i»d d«m Brnck — i Ma- 
tarer mit dem Doppelten der gegebenen Zahl als Koeffiiieatm^ 
alfo — • Dai Quadrat wird dann ^ + -^ + 20 eein. Wenn 

wir hierfon den Flächeninhalt, d. L c^ — r| aubtrahieren, ao 

a Aa 

bleibt -,- 4" 20. Dae FOnffache dieaea Ausdrocka ist 

v^ + ioo, 

und dae eoU ein Quadrat werden« Durch Multiplikatiiin mit 
JB* erhält man 505 -f- 100 ^| und auch dieeer Auedruck rnnh 
ein Quadrat sein« Wird derselbe gleich dem Quadrat Ober 

der Seite lOx -f- 5 gesetst, so findet man «-■--• 

Wir haben also das rechtwinklige Dreieck vermittele der 

Zahlen - und ^ su bilden, und die Seite des Quadrate wird 



418 



lio ^^^' Wenn wir dann die Seiten des rechtwinkligen Drejr 

ecke durch x mit den erhaltenen Zahlen als Koeffiaienten 
ausdrücken und den um 5 ?ergr5rserten Flächeninhalt dea« 

selbou gleich '^^äj;'*'^* setzen, so macht die Aufgabe weiter 
keine Schwierigkeit [Die Katheten werden 

\ 6« "i4V*~ 14 400 * 

und 2x sein, und da die Gleichung 



381 161 • . . 170 6Ce • 



den Wert 



14 400 



seoo 



«-■ 



t4 

68 



liefert, so erhält man fär die Seiten des Dreiecke 

831 161 48 8 88 401 1 ^. 



81800 > 63' 81800 



J*)- 



*) loh will Diophants Verfahren etwas allgemeiner darstellea. 
Als Katheten des Dreiecks nimmt er (m* — n'jx und %mn:i an; 
dann ist die Flache (m* — n^)mnsf. Wird hienn die gegeben« 
Zahl a addiert, so soll eiA Quadrat entstehen, das mit fr*^ be- 
seiebnet werden mOge. Es ist also 






- 
1 
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4. Anfkate. Ein rechtwinkliges Dreieek in finden, 
dessen Flleheninhali eine Qaadrfttsnhl wird, wenn 
man eine gegebene Zahl dmTon subtrahiert 



oder 

(1) «"[6«— (»• — fi*)fafi] — a. 

Nnn nimmt Diopbant n — - - und ft -■ m -f- -ir iui* ^^ dann 
(m* — fi')iiin ■- »• — ^s wird| so gebt (1) über in 

oder 

(2) ^[4««+i2l+f]-«». 

M mafs daher so bestimmt werden, dafs der in Klammer stehende 
Ansdrnck, also auch 4a'ifi' -f* ^a' "f* <> ein Quadrat werde, was 
keine Schwierigkeit macht Ist nun m (also anch fi nnd 6) be- 
stimmt, so giebt die Gleichnng (l) den Wert Ton x^ nnd damit 
ist die Aufgabe gelOst 

Vieta behandelt (Zetet. V, 9) die Aufgabe: Ein rechtwink- 
liges Dreieck Ton der Beschaffenheit tu finden, dafs die Fliehe 
desselben dnrch Addition eiaer gegebenen Zahl, welche aber 
die Snmme sweier Quadrate sein mafS| sn einer Qnadrat- 
lakl wird. 

Beine Ldsnng ist folgende: Wenn die gegebene Zahl 

ist, so bildet er das rechtwinklige Dreieck Termittels der beiden 
Zahlen (6 + ^)' ^nd {h-^e)\ Es wird dann 

die Hn>otenQse . (6 -f e)^ -f (6 — e)^ — 36^ + 19ftV + %^, 

die Basis — (6 + c)^— (» — cV — 8^c-t-8»c*«-i8aftC| 

das Lot .2(6 4.e)«(5«— c)' 

m 

sefaii oder, wenn jede Seite durch 2(h^e)(h'^ c)* diTidiert wird, 

die Hypotenuse — (^ ^ e)(fc - e)« ' 
die Basis - (i + »)(| - .)•• 

das Lot «■ ( ^ ^, 

nUpa*»!, AHMiattllL 11 
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iAf Iteug. Die gegebene Zahl eei 0. Wir nehmen na, 
des Dreieok eei der Form nach gegeben, nnd iwar habe ee 

«Uo die Fllfih« gleich jr~{<B' I» ^ Thal bt ' 

ib^ i)» "t- " ■" "(6 - tfj« " ~ (I, - c)t —Vi - «7 • 

Vieta hat also die Aufgabe Diophante ihrer Allgemeinheit 
beraubt Sachet init die Aufgabe auch flir 6 al« gegebene Zahl, 
um Vieta's Deachrftnkung als unnötig xn erweisen. Zum Ver- 
ständnis Ton Fermats Bemerkung sei darauf hingewiesen, dafe 

das mittels der Zahlen x und — gebildete rechtwinkUge Dreieck 
die Flache a^ , hat, dafs ^ also darauf ankommt, 

also a^ — 1 -f- A^ '^ ®in Quadrat in Ycrwandeln. Fori|iai 
bemerkt nun: 

e 

„Der Irrtum Vieta's hat ohne Zweifel fol'genden- 
Grund: Er setit voraus, der Ausdruck fOr die Fliehe, 
das ist die Differens tweier Biquadrate, wie «^ — 1| 
werde durch Hiniufttgung des 5faohen eines Quadrate 
SU eiuer Quadratzahl, wenn die gegebene Zahl 6 die 
Summe iweier Quadrate sei; denn dann kOnne das ftfaehe 
eines Quadrats gefunden werden, welches bei Subtrak- 
tion der Zahl 1 ein Quadrat als Rest gebe. 

Nehmen wir an, die Seite des xu Terfflnffachenden 
Quadrats sei 1 . x -|- 1 oder auch die Summe Ton 1 und 
irgend einem andern Vielfachen Ton «, so ist das 5faehe 
des Quadrats 6j* 4" ^^^ 4" ^i ^^^ wenn man hierin den 
Ausdruck für die Flttche x^ -^ 1 addieiH, so erhSlt man 
x* '{^ bx* -^ lOx -^ i. Diese Summe in ein Quadrat in 
verwandeln, macht keine Schwierigkeit, da das von x 
unabhängige Glied nach der der Aufgabe beigefügten 
Beschränkung eine Quadratzahl ist Vieta sieht aber 
nicht, dafs die Aufgabe ebenso gelöst werden kanUi wenn 
nicht a^ — 1, sondern 1 — x^ für die Flache genommen 
wird; denn die Aufgäbe läfst sich alsdann sofort daranf 
zurückfuhren, dafs eine gegebene Zahl 5 oder 6 oder 
irgend eine andere Zahl ein Quadrat liefere, wenn man 
sie mit einer Quadratzahl multipliziert und das Produkt 
um 1 vormehrt, was immer sehr leicht ist, da die Ein* 
heit eine Quadratzahl ist 



/ 
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die Seiten 3x, 4x und bx. Daiiii toll imch der Voraiiii- 
Betstmg Bx* — 6 eine QuadratcaU, etwa gleich 4«' sein. Es 
kommt also wieder darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck und 
eine Quadratsahl Ton der BeschalFenlieit su finden, dafs, wenn 
man die Quadratsahl Ton der Fliehe des Dreiecks subtrahiert 
und den Rest mit G multiplisiert| das Produkt ein Qundrat 
werde« 

Wir bilden nun wietler das rechtwinklige Dreieck Ter« 

mittels der Zahlen x und — und nehmen als Seite des Qua- 

drats die DilFerens an, die erhalten wird, wenn man ?on x 

den Bruch •--• mit der Hälfte der gegebenen Zahl, also mit 8, 

als Koeffizienten subtrahiert Das Quadrat wird dann 

sein. Wird dies Quadrat ton dem FMcheninhalt. des Dreiecks, 

d. L af f , subtrahiert, so bleibt 6 — -r* Das Sechsfache 

dieses Restes, mit x' multipliziert, wird 36 x* — 60, und wenn 
wir diesen Ausdpck gleieh dem Quadrat Aber der Seite 
6x — 2 setzen, so erhalten wir 

s 

Das rechtwinklige Dreieck ist also Termittels der Zahlen y 

s . ' "^ . . . S7 

und I zu bilden, und die Seite des Quadrats wird rr sein. 

Ich habe, diese und die beiden folgenden Aufgaben 
naeh einer besondern Methode gelOift, welche den Vor- 
teil bietet, nicht blofs Oberhaupt ein Dreieek sn geben, 
dessen Flache bei Addition einer gegebenen Zahl, s. B. 
6, ' ein Quadrat wird, sondern dieses Dreieck in jden 

kleinsten Zahlen, in diesem Falle -r-, -r-, y «u liefern. 

Die Flache dieses Dreiecks ist 20, und diese Zahl wird 
bei Addition Ton 6 die Quadratsahl 35. Doeh ist hier 
nicht der Ort, Ober die Begrflndung und Anwendung 
dieser neiner Methode weiteres hinsusufagen; denn der 
Rand irtvde nicht ausreichen, da ich Tieles su berichten 
habe.'' 
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leb drOek« nim die Seiten des geeneliteii Dreieeke durch 
X mit den Zahlen ale Koef&uenten »ne [welche aieh vemitteln 

der Werte -r and y ergeben babenji nnd wenn ich denn die 

Aufgabe weiter THrfolgei werde ich einen rmtionalen Werl 
von X erhalten, 

[Die Katheten werden -^^ und 2x uxa^ und da die 
Oleichong 

676 * " 51« * 

den Wert 

8 

liefert, so erhUt man für die Seiten dee 

4016 u inY%v 
"SöT» 1 » 6Ö4 J ' 



6. Anlkabe« Ein rechtwinkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit su finden, dafsi wenn man den Flicken- 
inhalt desselben Ton einer gegebenen Zahl enbtra* 
hierti der Rest eine Quadratsahl seL 

AnflSsnng. Die gegebene Zahl sei 10. Wir bildMi wieder 
das rechtwinklige Dreieck, dessen Seiten So?, Ax nnd bx sind« 
Dann soll 10 — 6x' ein Quadrat werden. Setien wir diesen 
Ausdruck gleich z? mit einer Quadratzahl als KoefBsienten, 
so erkennen wir, dafs es wieder darauf ankommt, ein recht- 

**) Unter denselben Voraussetsongen wie in der Torhefgehen« 
dea Aufgabe kommen wir lu der Gleichnng 

welche, wenn 

m ' Sm 

angenommen wird; in 

übergeht, lo da(s hier der Aasdruck AtfwP — • (a' + ^^) ^"^ ^^ 
Quadrat lu verwandeln ist. 



l 
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winkliges Dreieck und eine Qnadratzahl toq der Beschaffen- 
heit so finden, dab die Quadratzahl, wenn sie nm die Flache 
des Dreiecks Termehrt wird, den sehnten Teil einer Qnadrat- 
sahl bilde« 

Wir bilden das rechtwinklige Dreieck Termittels der 

Zahlen x nnd — und nehmen als Seite des Quadrats — (- bxi 

wird das Quadrat dieses Ausdrucks sum Fllcheninhalt des 
Dreiecks addiert, so ergiebt sich 26^6* -f 10. Das Zehnfache 
dieser Summe, d. i. 260x' -f* 100, soll ein Quadrat werden; 
dann mufa auch der vierte Teil dieses Ausdrucks, nSmlich 
65^ 4" 25 ein Quadrat sein. Wird derselbe gleich dem Qua- 
drat aber der Seite b-^8x gesetst, so erhilt man 4P ■■ 80. 
Diesen Wert setsen wir in die AusdrOcke fttr die Zahlen ein, 
Termittels welcher das rechtwinklige Dreieck gebildet wird^ 
und Terfahren darauf gans wie in der vorhergehenden Aufgabe. 

[Die Katheten werden (6400 — ^^» Qod 2x seia; ami 
liefert die Gleichung 

10-.(64(i)-5l^)«»-(l+400)V 

den Wert 

i 
X «i« — • 

* 1S9 



Also sind die Seiten des Dreiecks 

* 

io>59w 1 itsoo^ lornoot 
stseoo ' its "" isseöo' ssseoo 



]•> 



*) .Unter draMlbM YonuguMeUangeB, wie b dM Mdea vor* 
hwgeMadM A«iiB»beB, «rhaltea wir di« Ol^hoag 

«'((m^-V)mm + 6*] — «. 



w«leh« (Vr 



ii — l ft.l4.*ü! 

V 



oder 



«>(4a< -f a*m* -f 4om*) — 4a^ 
ibergeht Ks Ist also 4a* + aW + 4aflN^ in ein Quadrat sn 
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d. Aoitßh^* Ein rechtwinklige! Dreieck von der 
Beichaffenheit tu finden, dafs die Summe dei Fliehen- 
inbalts und der einen Kathete gleich einer gegebenen 
Zahl sei 

AuflOaung. Die gegebene Zahl eei 7. Dai Dreieck eei 
wieder der Form nach gegebeui und iwar habe es die Seiten 
\ix, 4x und bx. Dauu soll 

ßx« + 8x — 7 

sein. £ii mafMte also [damit x rational werde] das Quadrat 
des halben Koeffizienten von x, Yermehrt um das Siebenfache 
des Koeifizieuteu von x*, eine Quadratsahl* sein, was nicht 
der Fall ist*). Wir mUsseu daher ein rechtwinkliges Dreieck 
von der ÜeschuUenlieit ermitteln, dafs das Quadrat der H&lfle 
der eineu Kathete, wenn msn es um das Siebenfache des 
Fluclieiiiiihalts vermehrt, eine Quudratzahl bleibt. 

Es sei die eine Kathete x, die andere 1, jo wird die in 
IteJe stellende Zahl 3^0: -f 7» ^^d diese, also auch das Vier- 
fache derselben, d. i. Ho; 4~ If 'oU o>u Quadrat werden. 
Damit nun auch die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks rational 
werden, mufs x* -|~ 1 ebenfalls ein Quadrat sein. Die Difiereua 
dieser beiden Ausdrucke ist x* — Hx und hat die Divisoren 
X und X — 14. Multipliziert mau die halbe Differens dieser 
beiden Divisoren mit sich selbst, so erhült man 41). Diese 
Zahl ist dem kleineren Ausdruck gleich zu setzen, wodurch 

sich ^ *=" *» ergiebt. 

Tci'WBudelU) und da dus von im unabhängige Uliod 4a^ eine Qua« 
dratzukl ibt, uo macht dies keiue Schwieiigkeii 

*) Diophaut lüst, wie es scheint, die Qleichuug 

dx* + 6ä ■- c, • 
indem er 

(rtur)* + b(ax) ■- ac 
setzt, woraus sich 

ax = - ^ + }/(J)' + «^ 
ergiebt. 
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Ich tetse daher die eine Kathete gleich y, die andere 

gleich 1, oder, wenn beide mit 7 multipliziert und durch x 
mit den gefundenen Zahlen 'alt KoefSsienten auegedrückt 
werden, die eine Kathete gleich 24 x, die andere gleich lx\ 
die Hypotenuse wird dann 2bx und die Summe der Fläche 
und der sweiten Kathete 8As^ + lx sein. Diese Zahl soll 

gleich 7 seb. Daraus ergiebt sich x — j • Folglich sind 

die Seiten des Dreiecks C, ^, -j^-^ und diese Werte genügen 
der Aufgabe*). 



7. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck Ton der 
Beschaffenheit zu finden, dafs, wenn man den Fluchen- 
Inhalt um eine Kathete Tcrmindert, die Differenz 
gleich einer gegebenen Zahl sei. 

Auflösung. Die gegebene Zahl sei 7. Wir sehen wieder 
das Dreieck als der Form nach gegeben an. Dann stellt es 
sich heraus, dafs es darauf ankommt, ein Dreieck Ton der 
Beschaffenheit zu ermitteln » dafs das Quadrat der Hälfte der 
einen Kathete, Tcrmehrt um das Siebenfache des Flächen- 
inhalts, eine Quadratzahl sei. Nun haben sich in der Torigen 

*) Anmerkung Ton Fermat; „Diese Aufgabe und die 
folgenden lassen sieh auch auf andere Weise lösen: Man. 
bilde in diesem Falle das rechtwinklige Dreieok Ter- 
mittels der gegebenen Zahl und der Zahl i. Das ge« 
suehte Dreieck entsteht dann, wenn man jede Seite des 
ersteren durch die Summe Ton 1 und der4[ogebenen Zahl 
diTidiert" ^X. 

Werden nimlich die Seiien de) gesuchten Dreiecks gleich 

angenommen, wo a die gegebene Zahl bezeichnet, so ist die OleiiDhung 

• ■ 

. («• — l)a«* + 29X «■ « • 

zu lösen, deren eine Wurzel x ■- -^ — j + -=—7 oder «*«.— r— 

• "" i • ••* • 'j' • 

ist Die gesnehten Seiten sind daher 

«+r* «+T* a+r* 



864 
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Aufgabe 7 1 84 , 25 als Seiten einea aolchen reehtwinkligen 
Dreiecke «rgeben. 

DrQcke ich j^tst die Seiten dea geanchten Dreiecka durch 
X mit den genanoten Zahlen ala ^oeffiaienten aua, ao erhalte 
ich fOr den um eine Kathete Yermindierten Flftcheninhali 
84a;' — 7x. Dieser Auadruck aoU gleich 7 sein; dann wird 

j; .» -^ und diesen Wert haben wir in die Ausdrücke fQr die 

Seiten einsusetzen*), 

*) hi a die gegebene Zahl, und uimmt mau (o^ ~* 1)X| 
2ax, (d* -i- l)x aU 8eiten ded gesuchten Dreiecka an» so aoU 

a(a* — l)«* — 2ax ■- a 

(a* — l)x* - 2x — 1 

•ein. Diese Gleichung hat die ponitiYe Wurzel x ■■ — -—r- , ao 
dafii sich fttr die Seiten des Dreiecks die Zahlen 



oder 



a»-. I 



Sa 



o— l 



o- I 



ergeben. Daher sagt Fermat: 

,,Man bilde das rechtwinklige Dreieck vermittele 
der gegebenen Zahl uud der Zahl 1; wenn man dann jede 
Reite dieses Dreiecks durch die Differenz zwischen der 
gegebenen Zahl und 1 dividiert, so erhtlt man die Betten 
des gesuchten Dreiecks. 'Diese Aufgabe erhilt nach der 
Methode, nach welcher ich doppelte Qleiehnngen dieser 
Art auf unendlich viele Weisen löse, unendlich iriele 
Losungen. Die Methode, die ich anwende, habe ich unten 
bei der 24, Aufgabe berührt und erläutert. Jene unend- 
lich vielen Lösungen passen sogar fttr die vier folgen- 
den Aufgaben^ was weder Diophant noch Sachet bemerkt 
hat. Warum hat aber weder Diophant, noch Backet 
die folgende Aufgabe hier hinzugefügt: Ein recht- 
winkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, dafs 
eine seiner Katheten, wenn man den Fitcheninhalt da- 
von subtrahiert, gleich einer gegebenen Zahl wird? Sie 
scheinen dieselbe nicht gekannt zu haben, weil sie 
sich nicht sogleich bei der Lösung der doppelten Glei- 
chung darbietet Nach meiner Methode kann sie jedoch 
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aAnfgtbe« Ein rechtwinkliges Dreieck tou der 
Beschaffenheit zu finden, dafs man eine gegebene 
Zahl erhilty wenn man den Fllcheninhalt um die 
Snuirae der beiden Katheten TermehrL 

AttflSsang. Die KoKobene Zahl sei 0, Wir K^^hen wimler 
ilafON aus, dns Dreieck sei der Koriu nsch KeKcbi*n |Ks bsbe 
die Seiten ÜXt 4x, bx]. Dann Buden wir, dab es darauf an* 
kommt, ein rechtwinkliges Dreieck tou der Beschaifenheit su 
ermitteln, dafs das Quadrat der halben Summe der beiden 
Katheten eine Qüadratzahl bleibt, wenn man das Sechsfache 
des Fllcheninhalts dazu zShlt*). 

Setzen wir wieder die eine* Kathete gleich x, die andere 

17 1 

gleich 1, so liegt uns ob, den Ausdruck ^x* + j^ + t su 

einem Quadrat zu machen. Dann muls auch das Vierfache 
desselben, d. i. o;* + 14«.+ ^ ^^ Quadrat werden. Es mub 
aber auch x* rf- 1 ein Quadrat sein. Die Differenz beider 
Ausdrücke 14 x hat die Dirisoren 2x und 7. Das Quadrat 

der halben Differenz dies^ beiden Divisoren ist x*4* l^j — T^» 
Wird dies gleich o^-f'i gesetzt, so erhSlt man x — _* Die 



Sejten des Dreiecks werden also ^v, 1, |r sein, oder, wenn 

wir alle mit 28 multiplizieren und durch x mit den erhaltenen 
Zahlen als Koeffizienttm ausdrücken, 4bx, 28x, 63«. 

Addiert man jetzt die Summe der beiden Katheten zum 
Flicheninhalt^ so ergiebt sich GSOx'+^S«. ^Wird dies gleich 
6 gesetzt, so findet man f&r x einen rationalen Wert, durch 
dessen Einsetzung in die Ausdrücke für die Seiten die LSsung 
der Aufgabe beendet wird. 

r^ 1 o •! *» M SSI 

[x-jj; Seiten ^, 5jj, jjj. 



leieht' gefunden werden, und in ihnlioher Welse kann 
man bei den folgenden Aufgaben noch diesen dritten 
Fall erglasend hinsuffigen.* 

•) Die Oleiehunt 6«* + 7r -« 6 liefert nimlieh 



•^^-^i±V^^f^*. 



>'•*•> «M^mlM 



266 VLBudi. 

•• Aufgab«. Eia rechtwinklig«! Dreieck la fiadeBi 
deesen Fl&cbeiiiiibeU gleich einer gegebenen Znhl 
wirdi wenn mau ihn um die Summe der beiden. Ka* 
iheteu vermindert. 

AuflOeong. Die gegebene Zahl eei 6. Wir nehmen wieder 
aui dtts yerlaugte Dreieck eei der Form nach gegeben« Dann 
stellt ee eich heraus, dafe es darauf ankommt, ein rechtwink* 
ligee Dreieck you der Ikschaffeuheit au ermittelni dafs dae 
Quadrat der halben Summe der beiden Katheten eine Quadrat* 
suhl bleibt, wenn mau dos Sechsfache des Flücheuinhalts daau 
suhlt. Dieüo Aufgabe i^t über schon gelöst worden, und es 
haben sich die Zahlen 28, 49, 63 ergeben« 

Ich drücke nun die Seiten des gesuchten Dreiecks ^urch 
X uiit diesen Zulilen als Koeffizienten aus und erhalte durch 
Lösung der (ileichuug 

15300,« — 73^ — 
deu Wert 



welcher in die Ausdrücke für die Seiten, einsusetxeu ist. 

riGs 's7o sieiyv 
Lsö » 36 » ae J ^ 



10. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck au fia- 
deu, dessen Flüche gleich einer gegebenen Zahl wird/ 
wenn man die, Summe der Hypotenuse und der einen 
Kathete daxu suhlt. 

AuflJsung. Die gegebene Zahl sei 4. Wir nehmen wieder 
au, das Dreieck sei der Form nach gegeben. Dann stellt eich 
heraus, dafs wir ein rechtwinkliges Dreieck Ton der Beschaffen- 
heit zu ermitteln haben, dafs, wenn man* die halbe Summe 

*) Ferniat bemerkt: „Hier ist die nach meiner Me* 
thode zu lösende Aufgabe hinzuzufügen: Ein recht* 
winkligem Dreieck von der Beschaffenheit zu findeUi 
dafs die Summe der Katheten gleich einer gegebenen 
Zahl wird, wenn man den FUcheninhalt davon sub- 
trahieri*' 
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der Hypotenuse and der einen Kathete mit sich selbst multi- 
pliEiert und die erhaltene Zahl um das Vierfache der FlSche 
Yermehrty die Summe ein Quadrat werde. 

Wir -bilden jetzt das rechtwinklige Dreieck Termittels der 
Zahlen x und X'\'\. Dann ist [die eine Kathete 2x + 1» 
die andere Kathete 2jr(a;-f'l)» ^^* Hypotenuse ^x* + 2:r -j- 1» 
die Summe der Hypotenuse und der ersten Kathete 2x'+4jr-4~3t 
also] das Quadrat der halben Summe der Hypotenuse und der 
einen Kathete d^ + Aa^ + ^of -^ Ax'\r \f und das Vierfache 
des Flacheninhalts 8x' + 12x' -{- Ax. Wir haben somit 
$} 4* 1^^ 4* 1^^ + So; -f" 1 ^^ einem Quadrat au machen. 
Setzen wir diesen Ausdruck gleich dem Quadrat fiber der 

Seite a? '\'^x — 1 , so ergiebt sich « «« «^ • Das rechtwink- 
lige Dreieck ist aUo mittels der Zahlen -r und j, oder, wenn 

alles Tiermal genommen wird, mittels und 6 au bilden. Von 
4len so bestimmten Ihnlichen Dreiecken nehmen wir das 
kleinste und drOcken die Seiten desselben durch x mit den 
erhaltenen Zahlen als Koeffizienten, also durch 28 op, 46«^ 
58 X aus. Wenn wir jetzt den Fl&cheninhalt um dia Summe 
der Hypotenuse und der einen Kathete fermehren und das 
Resultat gleich 4 setzen, so erhalten wir 

(Jj)0«« + Hla? — 4, 
woraus sich 

4 

ergiebt. Diesen Wort haben wir dann noch In die AustlrQcke 
für die Seiten einzusetzen. 



riis 

Lioft' 
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lOft' toi' lOftJ* 



IL Anlisabo. fiin rechtwinkliges Dreieck ton der 
Beschaffenheit au finden, dafs der FUcheninhalt des- 
selben gleich einer gegebenen Zahl wird, wann man 
ihn um die Summe der Hypotenuse nnd der einen Ka* 
thete Terminderi 
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AuflStUf . DU g^pbaoe Zahl am 4. Wir nalinaii wiidar 
AD, dM Dreiack aai dar Form naah gagaben. Ea kommt 
dann ^arauf ao, ain rachtwinkligla Draiack toh dar Baaahaf- 
fanbeit su findaii| dafs dia ? iarfacha Flicha daaaalban atn Qua- 
drat wird, wenn man aia um daa Quadrat dar halben Summa 
dar Hjpotenuaa und dar einen Katbete Termebrt Ea ist nun 
oben geieigt worden, dala die Seiten 28, 45, 53 dieaer Be« 
dingung genflgen. 

Ich drücke jetzt die Seiten dea Dreiecke durch x [mit 
diesen Zahlen al« Koeffisienten] aus; dann wird 

630x« — 81« — 4, 

und daraua ergiebt aich 

welcher Wert in die AundrOcke fpr die Seiten einznaetsen iat *). 



18. Anlkabo. Ein reehtwiukligea Dreieck von der 
Beacbaffenhait su finden, dafs dia Differeni der Ka* 
theten ebenso wie dia gröfaere Kathete aelbst ein 
Quadrat aei, und dafa ferner die Fl&che tu einem 
Quadrat wird, wenn man dia kleinere Kathete dazu 
zählt 

AnflSaung. Wir bilden die Seiten dea rechtwinkligen 
Dreiecks Termittels zweier Zahlen nnd setzen Toraua, daa 



*) Bacbet fügt hier die Aufgabe hiniu: Ein rechtwink- 
liges Dreieck su finden, dessen Fltebeninhalti wenn man 
ihn nm die Hypotenuse vermindert, gleich einer gegebe- 
nen Zahl wird. 

' Fermat bemerkt: „Es kann hier die nach . meiner 
Methode zu behandelnde Aufgabe hinsngefttgt werden: 
Ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu 
finden, dafs die Summe der Hjpotenuse und der einen 
Kathete gleich einer gegebenen Zahl wird, wenn man 
die Flache davon subtrahiert. Ebenso kann der Backet« 
sehen Besprechung folgende Aufgabe stigefttgt werden: 
Ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse 
gleich einer gegebenen Zahl wird, wenn man den Flachen* 
Inhalt davon subtrahiert/^ 
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doppelte Produkt dieser beiden Zahlen gebe die grofsere Ka- 
tbete. Es sind also swei Zablen m ermitteln, die so beschaf- 
fen sind, dafs sowohl das doppelte Produkt, als auch die Dif* 
ferenr. swischen diesem doppelten Produkt und der Differens 
der Quadrate derselben eine Quadratsahl seL Diesen beiden 
Bedingungen gendgen aber stets zwei Zahlen, Ton denen die 
gröfsere das Doppelte der kleineren ist Wird also das Drei- 
eck Termittels der Zahlen x und 2x gebildet, so sind schon 
twei der gestellten Forderungen erfQlli 

Es soll nun noch die Fliehe des Dreiecks eine Quadrat- 
sahl werden, wenn man die kleinere Kathete dasu zihlt Man 
erhilt dann aber' 6a^ -f* 3^*» ^ua^ ^tntt wir durch a? diri- 
dieren, so wird daraus 6d^4*8. Diesen Ausdruck haben wir 
in ein Quadrat su Terwandeln. Wir werden also eine Zahl 
Ton der Beschaffenheit suchen, dab das Sechsfache des Qua* 
drats derselben zu einer Quadratzahl wird, wenn man 3 hin« 
zuzahlt Dieser Bedingung genügen 1 und unendlich Tiele 
ftndere Zahlen. Das gesuchte Dreieck ist also dasjenige, wel« 
ches vermittels der Zahlen 1 und 2 gebildet wird*). 

HUlisats. Wenn swei Zahlen gegeben sind, deren 
Summe eine Quadratzahl ist, so lassen sich unendlich 
Tiele Quadrate ermitteln, Ton denen jedes eine Qua- 
dratsahl bleibt, wenn man es mit deif einen gegebenen 
Zahl multipliziert und das Produkt um die andere 
Zahl Tcrmehrt 

^ Die gegebenen Zahlen seien 8 und 6. Man soll ein Qua- 
drat finden, welches eine Quadratzahl bleibt, wenn man es 
mit 3 multipliziert und das Produkt um 6 Termehrt. Wird 
das gesuchte Quadrat gleich x'-4-2x-f-l gesetzt, so soll 
Sx* -f- 6 4? + 9 >^ einem Quadrate gemacht werden. Da das 
Ton X unabhfaigige Glied eine Quadratsahl ist, so ist dies auf 

*) Wird das reehliwiBklige Dreieck Termittels der Zahlen 
Sjp, X gebildet, so sind die Seiten 8«*, iar*, A«*, die Fliehe 6i^, 
und es ist 6i^ + 3i^ «« Ar'(6x' -f 8), also 6«* -f- 8 zu einem Qua- 
drat SU machen. Da nun 6 -(- 3 «■ 9 eine Quadratsahl ist, so 
findet der folgende HiUMats hier Anwendung. 
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Qoaudlicli Yiela Arten möglich. Wird i. B, dia Seile dee Qam- 
drall gleich 8 — 8x angenooimeD, ao ergiebt aich s^m4. Dia 
Beite dee Quadrats wird also 6 aeiiig und aa lasaeii aich bocIi 
unendlich viele andere L&aungen ermitteln*). 



la. Aufgabe« Ein rechtwinkliges Dreieck an findaay 
dessen Flächeninhalt ein Quadrat wirdj wenn man 
jede der Katbeten-dazu sahlt. 

AuflSsuDg. Wir nehmen an, daa Dreieck sei der Foroi 
nach gegeben, habe c B. die Seiten 6«, I2x, lAx\ dun soll 
[zunächst J SOa:'-f- 1^^ ^in Quadrat sein. Wird dieser Ana- 
druck gleich Sßx* gesetzt, so ergiebt sich x»^2. Nun sollte 
für diesen Wert x «- 2 auch •K)«' -f- 6« ein Quadrat aein, 
und das ist nicht der Fall. Es kommt also darauf an, ein 
Quadrat von der Beschaffenheit zu ermitteln, dafs aich eine 
Quadratzahl ergiebt, wenn man es um SO Termindert, mit 
dem Rest in 12 dividiert, den Quotienten ins Quadrat erhebt 
und zum Dreirüigfachen dieses Quadrats das Ffinff^che seiner 
Seite adJiert**). 

Wird dies gesuchte Quadrat x^ genannt, so ergiebt sich, 
wenn man dasselbe um 30 vermindert und mit dem Rest in 

*) lai a 4" ^ " *'*^ >e kann man den Ausdruck ax* -f- 6 zo 
einem Quadrat machen , indem man jr -^ 1 -(~ Jf beizt. Es wird 
dünn 

üj* + 6 ■* (I + 2ciy + ay' -f ^ "* •**■ + ^fljf +»^3^. 

Wir setzen jetzt 

•m" + 2ay + ay* = (m + ty)' — «•* + 2mk^ + t*y* 

und erhalten * 

3tNi* -- Sa i*— Smlr-ffl 

wo k jede Zahl sein kann. 

**) Wird nttmlich SOx' + 12jr — ibV angenommen, so folgt 

I« 

^ — Ü«— 30* 

alHO ist 



30 



x^ + /i,-30(^..ig'+6(;,,!'J 
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12 dividiert I , ,-• Das Quadrat dieses* Quotienten ist 

X -^ «Kl 

""•"-Cooo — ßö ** ^^^ dasselbe mit 80 multipliziert und sum 
Produkt das Fünffache seiner Seite addiert, so erhftit man 

"«4-^00 — 60'' ^"^ ^'®* "^'' gleich einem Quadrat sein. Da 
nun der Nenner ein Quadrat ist^ so hat man nur den Zahler 
60^:^ + 2520 zu einem solchen zu machen. Es soll also eine 
Qoadraizahl gefunden werden, deren Sechzigfaches, Termehrt 
um 2520, wieder ein Quadrat sei. Wenn wir es daher bei 
Bildung des Dreiecks so eingerichtet hatten, dafs 60 -|- 2520 
ein Quadrat wire, so wäre die Aufgabe gelost 

Die Zahl 60 entsteht nun durch Multiplikation der beiden 
Katheten, und 2520 ist dss Produkt aus drei Faktoren, n&m- 
lieh der grBfseren Kathete, der Differenz der beiden Katheten 
und dem Flächeninhalt des Dreiecks.- Es kommt also darauf 
an, ein rechtwinkliges Dreieck Ton der Beschaffenheit su er- 
mitteln, dafs das Produkt der beiden Katheten eine Quadrat- 
zahl wird, wenn man das Produkt aus der grofseren Kathete, 
der Differenz beider Katheten und dem Flächeninhalt des 
Dreiecks dazu zahlt Wenn wir daher die grofsere Kathete 
gleich einer Quadratzahl setzen und alles [den ganzen Aus« 
druck, der ein Quadrat werden soll] durch dieselbe diridieren, 
so mufs die Summe der kleineren Kathete und des Produkts 
aus der Differenz beider Katheten in die Fläche des Dreiecks 
ein Quadrat werden. Die Aufgab^ ist also darauf zurückge- 
iDhrt, zu zwei . gegebenen Zahlen, nämlich dem Flächeninhalt 
und der kleineren Kathete, ein Quadrat zu ermitteln, welches 
ein Quadrat bleibt, wenn man es mit der einen der gegebenen 
Zahlen multipliziert und die zweite gegebene Zahl daza zählt 
Diese Aufgabe löst aber der obige Hilfssats, und twar giebt 
er als Seiten des Dreiecks die Zahlen 8, 4, 5. 

Ich drücke jetzt die Seiten des Dreiecks durch x mit den 
erhaltenen Zahlen als Koeffizienten aus; dann soll sowohl 
6«" + 4xp ale auch 6d^ -f- ix ein Quadrat werden. Wenn 
wir die Gleiehung mit dem gröberen KoefiBaienten 
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attfl5teii| so erhalten wir 



Ee ist also 



' - ,. h 



^■"i^+ie-iu* 

and 

Daher mub 12t' + 24 [also auch 8i* + 6] sa aiaem Qua- 
drate gemacht werden. 

Wir sind somit su der Aufgabe gefBlirfc, eine Qoadni- 
sahl XU ermitteln, die ein Quadrat bleibt, wenn man sie mit 
der kleineren der gegebenen Zahlen [3] multiplixiert und tarn 
Produkt die gröbere gegebene Zahl [6] addiert Eine solche 
Quadratzahl ist 25. Folglich ist X"* -- 26, i — & Wir haben 
daher, umCa;*-|-4;rinein Quadrat su Terwandeln, 

öx' + Ax — 25x« 

XU setzen; dann ergiebt sich 

und wir erhalten als Seiten des Ureieeks rr, -^, .^, welche 
Werte auch der Aufgabe geuQgen*}. 

*) Wird die grCfsere Kathete gleich a«, die kleiuere gleich 
2bx gesetzt, so moU zunOcbst abj^ -j* ^^ ^i^ Quadrat, etwa 

sein. Daraus folgt 

^-mi-'mb' 

Es soll aber auch abx^ -j* 26jr ein Quadrat werden. Betil man 
dea fUr x erhalteaen Wert in diesen Ausdruck ein, so redusiert 

sich die Aufgabe darauf, - --y "i'^^'^xT"-^ »'* einem Quadrat an 

machen. Da nun der Nenner ein Quadrat ist, so mub der Zahler, d. L 

2abm^ + a.ab .(a — 2b) 

ein Quadrat werden. 

Diophant wtthlt jetit a und h so, daDi der Aufgabe 12 ge- 
nttgt wird. Es ist also erstens a eine Quadratsahl; daher ist nur 

2bm^ + ab(a — 2b) 



l 
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14. Anfkabe. Ein rechtwinkliges Dreieck xo finden, 
dessen Flacheninhalt ein Quadrat' wird, wenn man 
jede der Katheten daton suhtrahiert. 

AnflSsnng. Wenn wir das Dreieck wieder wie in der 
Torhergehenden Anfgabe als der Form nach gegeben Torans- 
setsen, so kommt es darauf an, ein rechtwinkliges Dreieck 
KU finden, welches dem Dreieck mit den Seiten 8, 4, 6 &hn- 
lich ist Werden die Seiten desselben durch x mit diesen 



hl ein Quadrat lu Terwandeln. Weiter nimmt Diophant a — 2fr«*l 
an (was den in 12 Ton ihm gefundenen Werten a «■ 4, 25 ■■ 8 ent* 
spricht), und da nach (12) auch ab -^^ 9b eine Quadratxahl ist, so 
liefert der Hilfssats In (12) unendlich Tiele Werte Ton in, welche 

Um^ + ab{a — 2b) 

EU einem Quadrat machen. Hat man m bestimmt, so kennt man 
auch den Wert Ton rr, nnd damit ist die Aufgabe gelöst. 

Anmerkung Fermats: 

„Diophant giebt uns nur eine Art Ton (einander 
Ähnlichen) Dreiecl^en, welche der Aufgabe genügen. 
Nach meiner Methode sind aber unendlich Tiele Drei- 
ecke Terschiedener Art Torhanden, welche der Heihe nach 
aus dem Ton Diophant gegebenen hergeleitet worden. 

Es sei nSmlich das Dreieck mit den Seiten 8, 4, 6 
gefunden, welches die Eigenschaft hat, dafs das Produkt 
der beiden Katheten ein Quadrat wird, wenn man das Pro- 
dukt aus der grOfseren Kathete, der' Differeni beider 
Katheten und dem Flächeninhalt dasn ithlt. Um aus 
demselben ein zweitos Dreieck Ton derselben Ilesohaffen* 
heit herzuleiten, nehmen wir die gröfsere der beiden 
Katheten des gesuehtea Dreiecks gleich 4, die kleinere 
dagegen gleich 3 4*'^"* Dann sind das Produkt beider 
Katheten und das Produkt ans der gröfseren Kathete, 
der Differenz beider Katheten nnd der Fltöhe zusammen 
«gleich 86 — t2x -— Sa:*, und dieser AttsdrulMi soll ein 
Quadrat werden. Da aber 4 und 8 -)* ^ die Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sind, so mufs aueh die 
Summe ihrer Quadrate eine Qnadratsahl sein. Diese 
Summe ist aber 26 -f- 6jr -)* ^i ^nd aueh dieser Ausdruck 
ist zn einem Quadrat su maohea. Es entsteht also eine 
doppelte Oleiohung; denn sowohl 86 — * 19» — Sje*, als 
auch 25 + '6x4*^ mntn ein Quadrat werden. Die Lo- 
sung dieser doppelten Gleichung macht aber keine 
Sehwierigkeii** 
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ZaUtti alt KoafBgjgBteOy alao ^u'di 8^t ^^t ^ utg^drttekt» 
10 soll loidebik 6«* •— 4s ein Quadrat |0ut ^ 

Wenn wir nim ▼onnsaetien, dalii diaa Quadrat klmar 
alt fia^ seil so argiebt iiah*) für x der Bnieh^ der eatsteht» 
wenn man 4 durch die Differenz iwiaehen 6 und einer ge- 
wiesen Quadratzahl dividiert Wird dies Quadrat mit i* 
bezeichnet, so soll noch für den erhaltenen Wert Ton x auch 
der Ausdruck Cs* — 3x ein Quadrat werden. Es ist aber 

^^ "• ik^+sr^lipi 

ferner ist 

o IS 7S — ttk^ 



und wenn wir diesen letxten Brach Ton .^ , ^T^^^,, subtra- 
hieren, so bleibt ja "Xse — i¥i* * ^^ ^^'^ ^®' Nenner 
Bruches ein Quadrat ist, so mufs auch 122;' -f* ^^ ^^ Quadrat 
werden, und das geschieht fQr i «- 1 . 

Ich setse daher öop* — 4a? «■ d^ upd erhalte 

4 

Die Seiten des gesuchten rechtwinkligen Dreiecks werden folg* 
lieh y, y und 4 sein. 

Will man fQr h nicht den Wert 1 benutsen, so hat man 

[um 12X*' + 2^1 <^1b<> ^^^^ 3i* + su einem Quadrat su 
machen] k durch { -|- 1 au ersetzen. Dann wird 

81* 4- 6 — 3{> + 62 + 9, 

und diesen Ausdruck in ein Quadrat su ferwandeln ist sehr leicht 

Man findet dabei, dafs I nicht gröfser als y sein darf; dann 

wird die Seite des Quadrats, iL /+ 1» nicht gröfser als 

SS 

~ sein, und wenn man das so ermittelte Quadrat Ton 6 



^) 6»« — 4« — »•»•, 

4 
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rabtrahierti so erhilt man gleichfalli einen rationalen Wert 
▼on «•). 

18. Anlisab«. Ein reehtwinkligea Dreieck au findeui 
dessen Fllcheninhalt eine Qoadratsahl wird^ aowolil 
wenn man die Hypotenusei ala anch wenn man die 
eine Kathete daTon sabtrahieri 

AnflSsnng. Das Dreieck sei der Form nach gegeben 
durch seine Seiten Hx^ 4x und 6a;; dann soll jeder der Aus- 
drticke 6a:* -* 6x und 6a? — 3x ein Quadrat werden. 

Wenn ich nun sunSchst 6a;' — fix su einem Quadrat 

mache p«* — 8x — JfcV], so wird a? — j^^p« Für diesen 
Wert Ton -x wird 

Von diesem Bruche. irorjrirTsP **' ""** 

■ 

EU subtrahieren und der Rest eu einem Quadrat zu machen. 
Da der Nenner des Restes eine Quadratzahl ist, so hat man 
nur IbJf — 36 in ein Quadrat eu Terwandeln. 

Diese Forderung ist jedoch nicht eu erfllllen, da sich 16 
nicht in zwei Quadrate Eerßllen llsst^)« Daraus folgt aber 



*) Die Lösung dieser Aufgabe ist im wesentlichen dieselbe 
wie die der Torhergebenden. 

Zusati TOD Fermat^ *,|Nacb meiner Methode llfst sieh 
die folgende sonst sehr schwierige Aufgabe lösen: Ein 
rechtwinkliges Dreieck Ton der Beschaffenheit tu er- 
mitteln, dafs jede der Katheten» eine Qaadratsahl als 
Best giebt| wenn man den Fllcheninhalt Ton ihr sub- 
trahiert'' 

. ^) Der Ausdruck »je* -* fr* libt sich aUerdfaigs nur dann 
in eb Quadrat TerwandelO| wenn a in swei — gante oder ge* 
broehene *- Quadratiahlen serfUlt werden kann. Ist aSmUeh 

^ ein Wert ton C| ftlr welchen dieser Ausdruck ein Quadrat ^ 

wird, also 
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nicht, dafs aaoh dia nnprfliiglich«^ Aufgabe unniSglidi aai; 
wir haben nur Ober daa Dreieok nihere Bestimmungen an 
treffen. 

Nan tot IbV dadarch entelandeni dab wir ein Qnadrati 
welches kleiner als der Fl&cheninhaU ist| mit dem Produkt 
aus der Hypotenuse und der einen Kathete multiplistort haben. 
Die von Ibk* su subtrahierende Zahl 86 tot aber daa Produkt 
aus drei Faktoren: dem Flilcheninhalt, einer der Katheten 
und der Differeus xwischen der Hypotenuse und eben dieser 
Kathete. Es kommt aUo zunächst darauf an, ein rechtwink- 
liges Dreieck und eine Quadrat zahl su ermitteln, die kleiner 
als die Fluche des Dreiecks und so beschaffen ist, dafs, wenn 
man das Quadrat mit dem Produkt aus der Hypotenuse und 
der einen Kathete multipliziert und von dem Resultat daa 
Produkt aus dem Flächeninhait| der nämlichen Kathete und 
der Differenz zwischen der Hypotenuse und eben dtoser Ka- 
thete subtrahiert, der liest ein Quadrat seL 

[Dachet, weicher die hier Yorhaudene Lücke des Origi- 
nals ausfüllt, zeigt, dafs allen diesen Bedingungen genügt wird, 



m* 



so ergiebi sich 

— ('■ + «•) $ - D'+ (•;)'• 

Auch hat es keine Schwierigkeit, einen Aasdrnck (ii* -f* ^*) ^ "^ ^ 
in ein Quadrat tu verwandeln. Setzt man ninilicb 

10 erhliU man leicht 

ak + V'(o»"HhT^i« + 6»c;| I 

und es Ut noch die Wunelgrö(se i-ational su machen. Das ga> 
schieht durch die Annahme 

(a« + h^) *• + ftV — (bc + ku)\ 

welche 

, tbeu 

* i« 4- |,t _'it 

giebti wo II unbestimmt bleibt. Für jedes rationale u wird so- ; 

wohl k wie x rationaL i 
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wenn »an ein reehlwinkliges Dreieck wfthlt, welches Ter- 
mittele sweier Uinliehen FlSchensahlen aV nnd a gebildet 
wird. Dieses Dreieck hat die Hypotenuse o^b^ -f" ^\ ^>^ K^* 
theten a'b* — a* nnd 2a^V, den Flftcheninhalt (a*&« — n*) a^V. 
Als Quadrat haben wir das Produkt zu nehmen, dessen einer 
Faktor die Differens zwischen der Hypotenuse und deijenigen 
Kathete ist^ welche gleich dem doppelten Produkt der beiden 
benutsten Zahlen ist, wUirend der «weite Faktor die Hftifto 
eben derselben Kathete isi Dies Quadrat ist also gleich 
(fltfti + flt _ 2ö«6«) aV — {aV - «)• dfV. 

Es ist nun erstens su seigen, dafs das gewählte Quadrat 
kleiner als die Fläche des Dreiecks, d h. dafs 

oder 

fltt« + a« - 2a«6« < a^fc* — a% 
oder 

ist; das ist aber offenbar der Fall, wenn, wie es hier geschieht^ 
i > 1 Torausgeselxt wird. 

Zweitens haben wir darsuthun, dass das Produkt aus 
der Hypotenuse und der gewählten Kathete gleich der Summe 
sweier Quadrate ist Das geht aus der Identität 

(^ + y*) (•«■ + e^*) — («w + 9^y + (^t; - yuy 
henror, welche 

(«•6^ + «•) 2a^V, d. i. (a«6* + a») (a«6* + ii«6») 

liefert 

Endlich ist noch su seigen, dafs das Pirodukt aus dem 
Quadrat, der Hypotenuse und der gewählten Kathete, Ter* 
mindert um das Produkt aus dem Flächeninhalt, derselben. 
Kathete uod der Differens swiichen der Hypotenuse und eben 
dieser Kathete, also der Ausdruck 

ein Quadrat sei Derselbe ist aber offenbar gleich 
(«6» -. ay «•»« (2a«M + 2«« — 2a»6* + 2«0 
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und tomii ist bewietea, dab unter der gemachtM Yormi&e* 

Mtsung auch die letxte Bedingong erfüllt ist] 

Wir werden aleo die Aufgabe Jusen, wenn wir foraoa» 

•et^en, dafi die Zahlen» Termittelt welcher die Seiten dea 

Dreiecka gebildet werden, ähnliche Fl&chenaahlen tind. £a 

werdf I. B. das Dreieck Termitt^ls der Zahlen 4 und 1 ge* 

bildet^ 80 ist das Quadrat^ weichet kleiner als die FlBehe sein 

soll I gleich . 36 su setsen. Wenn wir nun die Seiten dea 

Dreiecks durch x mit den erhaltenen Zahlen ahr KoeffiaienteD,. 

aläo durch 8X| 15x, 11 x ausdrücke», so ergiebt sich für die 

Differenz zwischen dem Flticheniuhalt und der einen Kathete 

COx'' — 8x. Wird dieser Ausdruck gleich Stix' gesetst| so 

erhalt mau 

t 

j; ■■ — . 
S 

AVeun man diesen Wert in die Ausdrücke fttr die Seiten ein- 
setzt, so erhält man fUr diedelbeu die Werte ^ . « » « » welche 

9 8 8 

der Aufgabe auch genügen*). « 



16. Bilfssata. Wenn eine Qtfadratsahl dadurch er- 
halten wird, dafs man ein Quadrat mit der einen Ton 

• 

*) Hat das Dreieck die Katheten mx» inx und die Hypo- 
tenuse pXy tto'boU zunächst mnx^-\'2nx ein Quadrat, etwa 
gleich li^x^ »ein. Daraus folgt 

an 

Femer soll auch mnx^^^px ein Quadrat werden; für den er» 
haltenen Wert von je geht dieser Amtdruck über in 

4tüa* ■— Ssta'p + >aj>l;' 

(WM -r *•)• » 

und da der Nenner ein Quadrat ist, so hat man aiur den Zfthler 
XU einem solchen tu machen; dos geschieht aber, wie oben ge- 
xeigt worden ist, wenn man 

m — a*(6*— 1), 2n — 2a*6«, p — a*(b* -(- 1) 
und 

annimmt. [Die unteren Zeichen beliehen sich auf die 17. Aalgabe.] 
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swei gegebenen Zahlen multiplixiert und Ton dem 
Produkt die sweite gegebene Zahl subtrahiert, so 
lafst sich noeh eine andere Qnadratzahl ermitteln, 
welche groTser als die snerst genommene ist und das- 
selbe leistet. 

Auflösung. Es seien die Zahlen 3 und 11 gegeben. Wenn 
wir das- Quadrat Ober der Seite 5 mit 3 multiplizieren und 
Tom Produkt 11 subtrahieren, so erhalten wir wieder ein 
Quadrat, nämlich dasjenige Ober der Seite 8. Man soll nun 
ein anderes Quadrat ermitteln, welches grorser als 26 ist 
und dasselbe leistet. 

Wird die Seite des gesuchten Quadrats gleich x -^ 6 
uigenommen , so wird das Quadrat selbst x^ + IOj: -|- 26 
sein« Wenn man dasselbe mit 3 multiplisiert und das Pro- 
dukt nm 11 verringert, so erhült man 3s^+90x + M. 
Setzen wir diesen Ausdruck gleich dem Quadrat Ober der 
Seite 8 — 2^, so wird x«-62. Die Seite des gesuchten 
Quadrats ist also 67, das Quadrat selbst 4489, und diese Zahl 
genOgt der gestellten Forderung*). 



17. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck su finden, 
dessen FUcheninhalt ein Quadrat wird, sowohl wenn 
man die Hypotenuse, als auch wenn man die eine 
Kathete daan sfthlL 

Auflösung. Wenn wir annehmen, das Dreieck sei der 
Form nach gegeben, so haben wir ein rechtwinkliges Dreieck 
naher su bestimmen und dazu eine Quadraizahl tu suchen, 
die grSfser als die Fliehe des Dreiecks und zugleich so be- 

*) Wenn aj^ — 6 für c i^ ft eine Quadratiahl (f wfard, so 
liefert die Annahne c ■>■ Ib 4* f 

und wird dieser Ausdruck gleich (c — If )* gesetzt, so erhilt man 
^ «aft + «cl ^ ßt + tet + Vk 1 , t(«» + el) 



wo I unbestimmt ist und stets so angmmnmen werden kann, iiA 
der Wert ton x grOfser als k wbnä. 
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■ebaffen iat, daJkp warn wir diaie Qoadrttialil mii den Pio* 
dnkt aus der Hypotenuse luul der eiaeii Kmthete mnltiplixieren 
und Ton dem^^eulUk dM Produkt aus dem Fliebeninlialti 
der genommenen Kathete und der Difierens swi^chen der Hjpo- 
tenuse und eben dieser Katbete eubtrabieren, -der Bett ein 
Quadrat werde. 

Wir bilden daber daa rechtwinklige Dreieck fermittels 
der Zahlen 4 und 1 und nehmen als Quadrat die Zahl 86 
an. Diese ist aber nicht gröber als der Flacheninhalt Wir 
haben dann aber ;cwei ZahleUi nämlich erstens das Produkt 
Rus der Hypotenuse und der einen Kathete, d. L 136, zweitens 
das Produkt aus dem Fl&cheninhalt, der genommenen Kathete 
und der DittereuK zwischen der Hypotenuse und eben dieser 
Kathete, also 4320. Da wir nun ein Quadrat erhalten, wenn 
wir die Quadratzahl 36 mit 136 multiplizieren und yon dem 
Produkte 4320 subtrahieren, so können wir ein anderes Qua« 
drat bestimmen, welches gröfser als 36 ist und dasselbe leistet 
AVenn wir dasselbe gleich x^ 4~ ^^'^ "f" 3^ setzen und dem 
oben dargelegten Verfahren folgen, so finden wir unendlich 
yiele Quadratzahlen, welche der Aufgabe genügen; eine der- 
selben wird 676 sein. Wir drücken nun die Seiten des Drei- 
ecks durch 8a:, l&^i?, 17a? aus; dann wird 

60x^ + 8a; — 676a.^, 

und daraus folgt 

1 

* 71' 

welcher Wert in die Ausdrücke für die Seiten einzusetaen ist*), 

• _ 

18, Aufgabe. Kin rechtwinkliges Dreieck yon der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Zahl, welche die 

^) Das Verfahren ist schon in der Anmerkuog zur 16. Auf- 
gäbe skizziert 

Fermat fUgt hinzu: 

,,Man versuche mit Hülfe meiner Methode die sonst 
sehr schwierige Aufgabe zu lOsen: Ein rechtwinkliges 
Dreieck von der Deschaffenheit su finden, dafs sowohl 
die Hypotenusci als auch die eine Kathete eine Quadrat- 
zahl wird, wenn man sie um die Flache vermindert^ 
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Lftnge der Halbiernngslinie einet der epitsen Winkel 
anedrOekti eine rationale sei. 

AnflOrailg. Wir setzen die Halbiernngslinie des spitzen 
Winkels gleich 6x und einen [den im Scheitel des rechten 
Winkels endigenden] Abschnitt der Basis [gegenüberliegenden . 
Kathete] gleich 8x, so wird das Lot gleich 4x sein. Femer 
nehmen wir von vom herein an, die Basis sei gleich einer belie« 
bigen darch 3 teilbaren Zahl, etwa gleich 8, so wird der aweite 
Abschnitt derselben 3 — 8« sein. Da nnn der Winkel hal- 
biert nnd das Lot Ij mal so grob wie der [anliegende] Ab- 
schnitt der Basis ist, so mnfs auch die Hypotenuse !•;- mal 

so grofs wie der Rest der Basis sein [Euklid, VI, 8]. Dieser 

Rest ist aber gleich 8 — * 8x{ folglich ist die Hypotenuse 

gleich 4 — 4a;. 

Es ist jetzt noch zu bewirken, dafs das Quadrat der 

Hypotenuse, d. L 16oi? -f~ 10 — 82« gleich der Sumine der 

beiden Katlietenquadrate, d. i. gleich IC^'+'O» werde; dann 

wird 

t 

^-si 

Alles uidere ist klar. Wenn wir die Zahlen, die sich er* 
geben, simtlich mit 32 multipliaieren, so erhalten wir fttr 
das Lot 28, lllr die Basis 96, fdr die Hypotenuse 100 nnd 
f&r die Halbierungslinie 85*). 



*) Ist das rechtwinklige Dreieck yermittels der Zahlen «^ ft 
gebildet« so dafs es die Katheten a' — 6'| 8«6| die Hypotenuse 
o* -f" ^' hat, und werden die Teile, 
b welche die Winkelhalbierende w 
die Kathete a'*-b' zerlegt» mit 
«1 p beseichnetj so kOmieii wir 

setzen. Dann erglebt sieh aus der 
ProportioB 

Sab s (a* + 6*) »i « : *, 
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10« Änttßh%. Bin reehtwinkliget Dreieck von der 
Beteheffenhait tu finden, deft dieSnmme des Fliehen« 
inheltt nnd' der Hypotenuse eine Quadrattehli der 
Umfeng ein Kubas sei 

Anfltoiiiig. Wir nehmen an, der FlSeheninhalt des Drei- 
ecks sei X und die Hypotenuse gleich der Differens zwischen 
irgend einer Quadratzahl und «, etwa gleich 16 ^ x. Da wir 
nun den Flächeninhalt gleich x gesetzt haben, so wird das 
Produkt der Katbeten 2x sein. 2x ist aber das Produkt aus 
X und 2. Wenn wir daher die eine Kathete gleich 2 an- 
nehmen, so wird die andere x sein. Der Umfang ist dann 18, 
und das ist keine Kubikzahl. 

Nun ist 18 dadurch entstanden, dafs wir eine willkOrlich 
angenommeue Quadratzahl um 2 vermehrt haben. Wir mQssen 
also eine Quadratzahl suchen, die zu einem Kubus wird, wenn 
man 2 dazu zahlt, so dafs also der Kubus die Quadratzahl 
um 2 ttbertri£ft 

Wird die Seite dieses Quadrrts gleich x -{- 1^ die des 
Kubus gleich x — 1 angenommen, so wird das Quadrat 
«* + 2a; -f- 1, der Kubus ir* -f- 3a; — 3a;* — 1 sein. Nun soll 
der Kubus um 2 gröfser als das Quadrat sein, oder das Qua- 
drat soll gleich dem Kubus werden, wenn man es nm 2 yer- 
gröfsert; es soll also 

a;* + 2a; -f 3 — a.^ + Sa; — 3a-' — 1*) 

sein, und daraus ergiebt sich 
a; — 4. 

»ein inufs. Nun soll to eioo rationale Zahl, also (2ahy -f- n* 
ein Tollsittndiges Quadrat sein. Es ist aber, wie eine leichte 
Bechnung ergiebt, 

(2«6)» + «• - {^^J- 2(«« + *«> 

■ 

Wir baben daher a, b so zu wfthlen, dafs 2(a* -f" ^O ^^^ Q^^ 
dratzahl wird. 

*) Dies ist die einzige Oleichung dritten Grades, dis sich im 
Diophant yorfindet; dieselbe kann auch in der Form 

4ap« + 4 — «;* + « 

geschrieben werden, und es ist wahrscheinlich, dafs Diophant seine 
Losung durch Division mit x* -f- 1 erhalten hat. 
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Somit wird die Seile des Quadrate 6, die des Kabns 3, also 
das Quadrat 26| der Kubas 37 sein. leh Indere daher das 
rechtwinklige Dreieck, und indem ich die Fläche desselben 
gleich X annehme, setze ich die Hypotenuse gleich 26 — as. 
Die Basis bleibt 2, das Lot x. Es mufi nun noch das Quadrat 
Ober der Hypotenuse gleich der Summe der beiden Katheten« 
quadrate, also 

a:t + f J26 — 50a: — «« + 4 

sein« Daraus erh&lt man 

und durch Einsetzung dieses Wertes in die Ausdrflcke ftir die 
Seiten erhftlt man Zahlen, welche der Aufgabe genOgen*^). 

*) Diophant setzt den Inhalt des Dreiecks gleich « und» 
um die erste Forderung sogleich in erfttllen, die Hypotenuse gleich 
o* — X. Da nun das Produkt der Katheten gleich 3jp ist, so 
wird, wenn die eine Katbete gleich 9, die andere gleich « an- 
genommen wird, der Umfang a* -f- ^ betragen» und es ist a so 
SU wfthlen, dafs dieser Ausdruck em Kubus sei. Sobald o be- 
stimmt ist — Diophant wählt a «■ 5 — , liefert die Gleichung 

den Wert Ton «, nSmlich 

Zuaats Ton Fermat: 

„Ob steh aber aufs.er 25 noch eine andere gante 
Quadrattahl ermitteln Ufst, welche durch Addition Ton 
8 tu einem Kuhns wird? Dies scheint auf den ersten 
Blick eine recht schwierige Untersuchung tu erheischen« 
Ich kann jedoch durch einen unanfechtbaren Beweis dar- 
thun, dafs Ton allen ganten Zahlen 36 das eintige Qua* 
drat ist, das ein. Kubus wird, wenn man es um 2 Ter- 
mehrt Unter den Brtlchen giebt es freilich unendlich 
Tiele, welche jiiese Eigenschaft haben, und Bachets Ver- 
fahren lehrt sie tu finden. Um die Lehre Ton den ganten 
Zahlen^ welche so nngemein schön ist unTh^Viele Fein- 
heiten enthalt, hat sieh weder Bachet noch irgend ein 
anderer, dessen Schriften tu mir gelangt sind, bis Jettt 
bemllhi* 

Dab die Oleiehung «" -f- 2 ■» y* mir die eine LOsung (b 
gaaiett Zahlen) ««»S, |r«>»S hat, und dab ebenso jt* -f 4 «•y* 



I 
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M. Aoigßh^. Ein raetttwinkligat Dreieck toh der 
Baeoheffenheit tn finden, datt die Somma dar Fliehe 
nnd der Hypotenuae eine Kubiksahli dar Umfang 
eine Quadratiahl aei« 

Anfltonng, Wann wir, wie in der Tgrhargahandan Anf- 
gaba, die Fläche gleich x nnd die Hypotenuae gleich der Diffe- 
reux zwiachen irgend einer Kubiksahl und x aetzeii| ao finden 
wir, tlass es darauf ankommti einen Kubua su finden, welcher 
ein Quadrat wird, wenn man ihn um 2 yermehrt. 

Wir setzen die Seite des Kubus gleich x — 1 ; dann 
wird die Summe des Kubus und der Zahl 2 gleich 

x* + 3a; + 1 — 3ä^. 

Dieser Ausdruck soll ein Quadrat werden; derselbe aei gleich 

1 ai 

dem Quadrat Ober der Seite IjX -f- 1, so wird « » -t>* ^olg- 

lieh wird die Seite des Kubus -. , also der Kubua selbst -^ sein« 
Daher setze ich den Flächeninhalt des Dreiecks wieder 

gleich X, die Hypotenuse gleich -^^- — a\ Es ist aber die 

Basis gleich 2, das Lot x, und wemi wir das Quadrat über 
der Hypotenuse gleich der Summe der beiden Katheten-Qua«- 
drate setzen, so werden wir für x einen rationalen Wert 
finden*). 

ni. Aufgabe. Ein rechtwinkligea Dreieck ?on der 
Beschaffenheit su finden, dafs die Summe dea Flächen- 
Inhalts und einer der Katheten eine Qnadratzahl, der 
Umfang ein Kubus sei. 

nur die beiden Lösungen a?»2, y2i ir«"ll, y»^ besitsii 
was Farmat in einem Briefe an Digby (Opera, p. 192) ansspricbt^ 
hat Euler (Algebra H, 192) bewiesen. 

*) Diophant setzt wieder den Flficheninhall gleich x^ aber 
die Hypotenuse gleich a' -— x. Weiter nimmt er wieder die 
Katheten gleich 2 und x an. Dann bleibt noch der Ümfangi d. L 
a* 4~ ^ i** ^^ Quadrat su vai-wandeln. Sobald a bestimmt ist, 
giobt die Gleichung 

(a* - ip)* — 4 + X« 
den Wert Ton x. • 



/ 
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AüflÖBang, Wir bilden das rechtwinklige Dreieck ter- 
mittels einer nnbeetimmten Zahl x und einer nm 1 grSrseren 
Zahl, also Termitiele x und x -^ l. Es wird dann das Lot 

2x + If die Basis 2^;'+ 2^» ^>^- Hypotenuse 2x' + ^^ + ^ *^i^ 
Nun soll der umfang ein Kubus und die Summe des 
Flächeninhalts und einer der Katheten eine Quadratzahl sein. 
Der Dmfang As^ -f~ ^^ + ^i welcher ein Kubus sein soll, ist 
eine zusammengesetzte Zahl, nämlich das Produkt der Fak- 
toren 4« + 3 und X + 1* Wenn wir also jede Seite des 
Dreiecks durch x -^^ 1 diTidieren [die Katheten werden dann 

^jq7|-, ITpC* "• Hypotenuse — gT+r^" ••"*J» "^ 
wird der Umfang gleich 4x -f- 2, und dieser Ausdruck soll 
in einen Kubus Terwandelt werden. 

Weiter soll die Summe des Fliicheninhalts und der einen 
Kathete eine Quadratzahl sein. Nun wird der Flilcheninhalt 

Zij' oÜ_r -r^f Jw eine Kathete ist rr-rr-f ^^^ wenn ich 

X* -f- ZdP ^i • «-f-I' 

beide BrOche auf denselben Nenner bringe und dann addiere, 
so erhalte ich •^^"'"^rirai^ oder, wenn ich mit dem 

Nenner in den Zahler difidiere, 207+1' Die Summe der beiden 
Brflche ist also 2a? -f h ^^^ ^^ ^oU ein Quadrat werden, 
wihrend zugleich 4x^2 zu einem Kubus gemacht wird. 

Die Aufgabe ist somit darauf zurQckgef&hrt, einen Kubus 
au suchen, welcher das Doppelte eines Quadrats isi Diese 
Benehung besteht zwischen 8 und 4« Es sei also 

4« + 2 — 8, 
so ergiebt sieh 

Die Seiten des reehfwinkligeii Dreiecks werden daher 

• j[ 10 IT 

srntti und diese Werte genOgen der Aufgabe*). 



SS. Anlli^bo. Ein rechtwinkliges Dreieck ron der 
Beschaffenheit au finden, dafs die Summe dea Fll- 

*) Siehe die Aonerkung aur folgenden Aufgabe. 
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eheninhAltt uod einer der Katheten ein Knbuei der 
Umfang eine Quadratsabi sei 

Anflteong. Wenn wir una wieder dee in der Torlier- 
gebenden Aufgabe angewandten Verfahrens bedieneUi eo finden 
. wiri dafs es darauf ankommt^ 4x -f- 2«su eifern Quadrat und 
2x + 1' au einem Kubus su machen. Wir haben also ein 
Quadrat zu suchen, welches das Doppelte eines Kubus ist. 
Das ist der Fall mit den Zahlen 16 und 8. Wir setzen daher 

10 — 4» + 2 
und erhalten . 

Das rechtwinklige Dreieck wird also die Seiten y, y, -^ 

haben*). ' 

88. Anfgabe. Ein rechtwinkliges Dreieek ?on der 
Beschaffenheit su finden', dafs der Umfang eine Qua- 
dratzahl, die Summe des Umfangs und des Fliehen« 
inhalts ein Kubus sei. 

AnflSsung. Wir bilden das rechtwinklige Dreieek ver- 
mittels der Zahlen x und 1. Dann wird die eine Kathete 2x^ 
die andere Kathete 3^ — 1, die Hypotenuse a^ -{- 1 sein» und 
wir haben 2x''\'2x tu einem Quadrat , x^-f'^^'h* ^^ 
einem Kubus zu machen« 

*) Wird das Dreieck Termittels der Zahlen 9, p gebildeti so 
sind die Katheten x* — ^, 2j:y, die Uvpotenuse a^ + f's das 

ähnliche Dreieck mit den Seiten ^' "^ ^ . 2y, - "l* ^ hat den 

X m 

Umfang 2(x4-y), den Inhalt <? + ^)^*^lJ?lif. Wird zu letzte- 

rem die Kathete ?-— ^^- addiert, so ergiebt sieh als Summe 

(X + y) (X - y) (y + 1) 

X 

Nun soll in Nr. 21 der Umfang 2(ff + y) ^^ Kubus, die Summe 
Cr + yH?LryHy_+^) ein Quadrat werden, während in der 22. 

Aufgabe das Umgekehrte verlangt wird. In beiden Aufgaben 
nimmt Diophant x ■-> y -f- ^ '^^t wodurch dia in Rede stehenden 
Ausdrücke sich in 2(2y -f l) und 2y -f- 1 Tsrwandehk 
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Den Ausdniek 2sf -f* ^^ . ii> ^^ Quadrat su Tenrandeltii 
ist leiehL Man erhalt nlmlkh 

den Wert von x, indem man 2 durch irgend eine um 2 Ter- 
minderte Quadratsahl diridieri x mufa dabei aber ao bestimmt 
werden, daf« die Summe aua dem Kubu8| dem Doppelten dea 
Quadrats und der Zahl x selbst ein Kubus seL Da nun 

* 
. s o^ a t 

Werden diese drei Brüche auf denselben Nenner gebracht und 
addiert, ao erh&lt man Tj^rzTi?* ^^ ^^' Nenner diesea 

Bruches ein Kubus ist, so haben wir nur 2X^ oder, indem 
wir durch X^ dividieren, 21 au einem Kubus au machen. 
Setien wir 21 gleich irgend einer Kubikzahl, ao erhalten wir 
für h die Hälfte dieser Zahl Wenn wir s. R 8 ab dieae 
Kubiksahl annehmen, so wird h die Hälfte Ton 8, d. i. 4, und 
i* «- 16. Dann geht die Gleichung 2x* -f- 2« «- IV Aber in 

16«« — 2«» + 2a:, 
und daraus erhftlt man 

Hierron mQ&te man nun 1 subtrahieren, da die eine Kathete 
4;* — 1 ist. Die Aufgabe ist also [damit x posiÜT sei, muDi 
V > 2, und damit dp > 1 sei, mufa &' < 4 angenommen werden ; 
f ist aber der Tierte Teil emes Kub'okubus] darauf surück- 
gefOhrtr, einen Kubus Ton der Beschaifenheit tu suchen, dafs 
ein Viertel aeines Quadrats gröfaer ala 2 und kleiner als 4 seL 
. Wenn wir diesen Kubus mit «* beliehnen, ao soll 

•^«'gröber al| 2 und kleiner ala 4 werden. Ei mufa also 

s^ grS/ser als 8 und kleiner ala 16 sein« Von dieser Be* 



schaffenheit ist -^, ao dab also der gesuchte Kubua ^- isL 
Ich aetae daher 
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dann wird 



«-Vi 






und wenn wir 2 dnroh l' — 2 difidiartt^ so triuütM wir 



6lt 



Von dem Quidrat diesea Auadmcke lUtt'iidi 1 aabtraliiMcii ^). 



M« Axkitßh9. Ein rechtwinkliffes Draieelc ?on dar 
Beschaffenheit an finden , dafa sein Umfang eina 
Kubiktahl, die Summe des Umfsjigs und des FUahea* 
Inhalts eine Quadrataahl seL 

• 

Auflösung. Wir müssen KuuSchst folgende Aufgabe lösen: 
Es sind zwei Zahlen gegeben. Man soll ein reeht- 
winkliges Dreieck ermitteln, dessen Umfang gleich 
der einen und dessen Fl&cheninhalt gleich der an* 
deren dieser Zahlen ist Die gegebenen Zahlen seien 12 
und 7, und es wird verlangt, dafs der Umfang des Dreiecks 
gleich V2, der Inhalt gleich 7 i|erde. D(U Produkt der beiden 

Katheten wird dann 14 sein, und wenn wir die eine gleich -^- 

**) Willi diu DiMtituik vnruiiMoU clor Zalilon ^, ff geliililet, «o 
erKiobt sieb lllr dou IJiiirunif Uu* -f" ^•''^* liioüor Aundruok soll 
ein Quadrat sein. Buizt mau 

Sv 4it'«* 

so erhttit man ^"^j|.i;_-g» «o dab der Umfang gleich /j^t _m 

wird. 

Weiter ergiebt sich' für den Inhalt 

also flir die Summe Ton Umfang und Inhalt • 

Da der Nenner dieses Ausdrucks schon ein Kuhns Isl| so hat 
man nur den Zabler tu einem solchen su m ac h e n . 



I 
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annehoieiii so nmlb die andere gleich 14^ eein. Es ist aber 
der Umfang gleieh 12/ folglich die Hypotenuse gleich 

Nun mofa noolt du Quadrat dieses Auadracktf i. i. 
i + 196«' + "2 — •- — 886« 

SB X 

gleich der Samme der beiden Katheten*Qüadrate| d. i. gleich 

-i 4* tOGa? sein. Wenn man die absntiehenden Zahlen bei« 

derseits mddierty dann Gleiches Ton Gleichem subtrahiert und 
endlich alles mit x multiplisiert» so erhalt man 

172a: — 336a;" + 24. 
[336«« - 172a; — — 24 
(336a:)« - 172(336a:) — - 24 • 336 

336a: — 86 + >^86* — 24 • 3:J6]. 

Diese Gleichung durch einen rationalen Wert von x su be* 
friedigen, ist unmöglich, wenn nicht das Quadrat des halben 
Koeffizienten von x, Termindert um das Produkt aus dem 
Koeffisienten Ton xP in das von x unabhängige Glied, ein 
Quadrat wird. Nun ist der Koeffizient Ton x die Summe, die 
sich ergiebt, wenn man das Quadrat des Umfange und das 
Vierfache der Fl&che zusammenzahlt, und das Produkt aus 
dem Koeffizienten Ton a^ in das Ton x unabhängige Glied 
ist das Achtfache des Produkts aus dem Quadrat des Um* 
fange und dem Inhalt Wenn also Zahlen gegeben wftren, 
welche den ausgesprochenen Bedingungen genQgten, so wOrde 
die Aufgabe gelöst jiein. 

Es sei der Inhalt des Dreiecks gleich Xf der Umfanjf eine 
Zahl, welche zugleich ein Kubus und eine Quadratzahl ist, 
ü. B. 64 Um nun das Dreieck zu bestimmen, mufs man 4a? 
cum Quadrat Ton 64 addieren, die Hllfte der erhaltenen 
jSumme mit sich Ael^t multiplizieren, Ton dem Resultat das 
Achtfache des Produkts aus clem Quadrat des Umfange und 
X subtrahieren und den Rest su einem Quadrat machen. Man 
erhUt auf diese Weise 4a:* + 4 194 804 ^ 24 6764r. Der Tierte 

dieses Ausdrucks ist 

it'+ 1048676 -6144ap, , 

Dt«»llsttl, AftUMMini. 19 
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und das 8011 ein Quadrat worden. Famer aoU aber audi 
»-{^ ÜA ein Quadrat sein. Man maebe also in beiden Au- 
drQcken die Ton x nuabhilngigen Glieder einander gleicb| 
nehme die Different der erbalieneu AusdrQcke, serlege diese 
Differens in twei Faktoren und beendige die L&sung auf die . 
bekannte WeisH). 

'^) Iti der Umfang des gesuchten Dreiecks «i der Inhalt f^ 
tu wird die sine Kathete , die andere 2/0*1 also die lljrpotennse 

II ^ *2fx sein. Es muft nun 

(.-A_,,,)'_(i)' + (,,,). 

sein. Diese Gleichung liefert 



Wir haben also f und u so tu wähleui dab der unter dem Wnrsel- 
seichen stehende Ausdruck eine Qnadratiahl wird. AutMrdom soll 
aber auch f-^-um Quadrat und dabei u ein Kubus sein. 

Diophant wShlt nun für u die Zahl 64; für diese ist 

¥l-+-^^— 2" + 2/: Es soU abo 3" + 2*V + 2V — « Vi 

daher auch 2"^ -f 2>Y+ /** — 2^V ein Quadrat sein. Wir setsen 
diesen Autdruck) d. i. 

/^- 6U4/'+2«^ — 1«^. 
Ferner toi 

Aut diesen Gleiobuogen folgt 

/• — 22 628/'— IT« — 2**p". 

Es liegt nun nahe ' 

/'-.tr-f2*9 

/— 22 628 — «> — 2'» 

aotunehmen. Daraus würde v — 88, f — 7680 folgen, was, wie 
tich leicht ergiebt, unmOgUch ist Da aber 22 628 duroh 11 teil- 
bar ist, so kann man nach Bacbets Vortchlag auch 

/^ — 22 628/'— Uf{{i — 2048) — u^» — 2*V 

setten, also 

11/*- IT + 128r, 
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Wk AufliEab«. Bin rechtwinkliges Dreieck von der 
Becchaffenheit tn finden» daft dac Qnadrat der Hypo- 



^ ^ 2048 — w *- 198e. 



Darant folgt leicht 

^+»6-339 

oder 

■■ aiLO T «f 



•^ B5S 



und wen man f + 9* «- (^^^ + s) teilt, tp erhilt mta 



/*— 176 *• 



FOr diesen Wert and Air « — 2* geht die Oleichang 

m 

über in 

78 848jt« — 8482* — — 226, 

und diese hat die beiden Wnrteln 

S5 f 

*i — 44S' *« — i7e' 

Bei Anwendung der ersten Wursel erbftlt man fOr die Hjpotennse 
26||]|, fOr die Kaiheien 17|f^i 10^ ; die Anwendung der iweiten 

Wunel würde ebe Vertauschung der Xaiheien tnr Folge haben. 

Anmerkung Ton Format: 

^Wo doppelte Gleichungen (StnXotcitfirig) nicht ge- 
oOgen, mufs man sich der dreifachen Gleichungen (r^i* 
9dloiVyorf}ff() bedienen, die meine Erfindung sind und den 
Weg SU sehr Tielen schönen Aufgaben erhellen. Soll 
I. B. jeder der drei Attsdrttcke «; -f- 4, 2x4-4, 6s;.-f-4 
SU einem Quadrat gemacht werden, so entsteht eine drei« 
fache Gleichung, deren Lösung mittels einer doppelten 
Gleichung bewirkt werden kann. Wird statt x eine Zahl 
gesetst, die mit 4 susemmen ein Quadrat giebt, t. B. 
jr* 4* ^9% ^^ y^lfi der erste Jener in ein Quadrat su Ter« 

waildelnden Attsdrntekey'4'^J^+^f der sweite 2j!^-f'9y+^t 
der dritte by' 4" ^f 4" ^« ^^^ erste ist nun schon seiner 
Zusammensetsung nach ein Quadratj daher haben wir 
nur 2^* 4" 0f + ^f lowie 6f^ + ^9 + ^ ^^ Quadraten su 
macheui und so liegt eine doppelte OJeiehung Tor, welche 
sunlehst freilieh nur eine LOsung bietet; aber aus dieser 
einen LOsung geht wieder eine neue herTori ans der 

le* 
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tenuse gUioh der Bamm« •!&•• aadera Quadraii vnd 
der Beito dieses letiterea. sei| mid dafs ferner das 

tweitea ergiebt sieh eine drittel o. a t iot Daeadlielie. 
Das Vorfahroa besteht darin, dafs man| sobald far eine 
unbekannte x ein Wort a gefanden ist, op ■- y -|- a in die 
Ausdrucke einsetit Anf diese Weise kommen sn den 
bereits gefundenen Lösungen noch nnendlich fiele neue 
LOirungon UiniU| und iwar wird die letste immer Ton 
der sunttohst forhergehenden hergeleitet Mit Hfllfe 
dieser Erfindung kann ich uuendiich fiele rechtwinklige 
Dreiecke fon gleichem Flächeninhalt ermitteln, was 
selbst Diophant nicht im Stande gewesen su nein soheint| 
wie aus der H**** Aufgabe de« 5*** üuchei herforgeht, in 
welcher er nur drei Dreiecke gleicher Flache bestimmti 
um in der folgenden Aufgabe mittels derselben drei 
Zahlen xn bilden, eine Aufgabe, welche, wie ich saerst 
gefunden habe, sich auf unendlich viele Zahlen aus- 
debnou lafst/' 

lui AuHchluf« an die vorliogonde Aufgabe giebt Bach et eine 
Theorie der do|i|)elien Uleichungeu. Format bemerkt dasu: 

„Diener Untersuchuug über die doppelten Olei« 
chuugen küunte ich noch vieles hinsufttgen, was weder 
die alten, noch die neueren Schriftsteller entdeckt haben. 
um den Wert und Nutzen meiner Methode ans Licht 
treten zu lassen, geuUgt es, die folgende recht sehwere 
Aufgabe zu lösen: Ein rechtwinkliges Dreieck von der 
Beschaffenheit zu finden, dafs die Hypotenuse eine Qua« 
dratzahl ist, und dafn die Summe der Katheten ebenfalls 
ein Quadrat ist. Das gettuchte Dreieck hat die Seiten 
46B7 21)8610289, 4565486027761, 10616522113520 und wird 
vermittels der Zahlen 2150005 und 246792 gebildet Nach 
einer anderen Methode habe ich die Lösung der folgen- 
den Aufgabe entdeckt: Ein rechtwinkliges Dreieck von 
der Beschaffenheit zu finden, dafs das Quadrat der Dif» 
ferenz der Katheten ein Quadrat bleibt, wenn man das 
Doppelte des Quadrats der kleineren Kathete davon sub- 
trahiert. Eines der Dreiecke, welche dieser Aufgabe ge- 
nügen, hat die Seiten 1525, 1517, 156; dasselbe wird 
vermittels der Zahlen 39 und 2 gebildet 

Ja, ich füge zuversichtlich hinzu, dafs die beiden 
rechtwinkligen Dreiecke, welche ich als Lösungen der 
beiden genannten Aufgaben gegeben habe, die kleinsten 
in ganzen Zahlen sind, welche den Bedingungen der 
Aufgaben genügen. 
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Quadrat der Hypotenusey wenn man es durch eine 
Kathete diTidiert, gleich der Sanime eines Kuhns und 
der Seite desselben wird. 

Auflösung. Wir setzen eine der Katheten gleich x, die 
andere gleich x*; dann sind ; schon die beiden Bedingungen 
erfllllt, dab das Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe 
eines Quadrats und der Seite desselben sei, und dafs das 
Quadrat der HypotenusCi wenn man es durch eine Kathete 
dividiert| gleich der Summe eines Kubus und der Seite des- 
selben wird. 

Wir haben also nur noch su bewirken, dafs d^ -f- «* 
gleich einem Quadrat wird. Wenn wir diesen Ausdruck durch 
«* ditidieren, so erhalten wir x' -f- 1, und das soll ein Qua- 
drat werden. Wird der letzte Ausdruck gleich dem Quadrat 



Heine Methode ist folgende: Man suche, die vor- 
gelegte Aufgabe nach der gewObnliehen Methode zu 
löten. Wenn die LOsung sehliefslioh nicht gelingt, weil 
der Wert der Unbekannten mit dem Zeichen — ter« 
sehen ist und daher kleiner alt Null sein soll« so 
braucht man deshalb, tage ich suTei^sichtlieh, nicht den 
Hot SU verlieren (eine TrSgheit, welche« wie Vieta 
sagt, ihm und den alten Mathematikern innewohnte); 
sondern man Tersuohe die Aufgabe Ton neuem und 
ersetze die unbekannte x durch die Differens, deren 
Minuend die neue unbekannte y, deren Subtrahend 
der absolute Wert der bei der ersten Operation fttr 
X erhaltenen Zahl ist. Dadurch entsteht eine neue 
Gleichung, welche sicherlich die LOsung der Auf- 
gabe in wahren (rattonalea positiTon) Zahlen geben wird. 
Auf diese Weise habe ich die beiden obigen AufgabeUi 
die sonst sehr, schwer gewesen sein wOrdeUi gelöst 
Ebenso. habe ich bewiesen, dafs eine Zahl, welehe die 
Summe zweier Kuben ist, sich in swei andere Kuben 
zerfallen Isfst, und habe zugleich gezelgti wie man diese 
neuen Kuben findet; freilieh Ist dazu manchmal eine 
dreimalige Vornahme der Operation erforderlich. Oft 
ereignet es sie^ nimlich, dafs die wirkliehe Lösung den 
gesehiekten und fleifsigen Rechner su tlelfachen Wieder- 
holungen der Operation swiugt» wie man Mit l^löht bei 
*der Besehiftignng mit solchen Aufgaben erfahren wird.* 
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aber der Seite « •— 8 geieUi, eo ergieU ineh s «■ -v • Wie 
man denn weiter lu f erfehrea hat, liegt auf der Hand. 



M. Aufgabe. Ein reohtwinkligee Dreieek f ob der 
Benohaff enheit m finden, dafi die eine eeiner Katheten 
ein Kubue, die andere die Differeni iwiseken einemr 
Kubui und seiner SeiUi endlicli die Hypotenuse gleich 
der Summe eines Kubus und seiner Seite sei. 

Anflösong. Wir setxcn die Ilypoteifnse gleich x^ 4* 'f 
die eine Kathete gleich jr* — x\ dann wird die andere Kathete 
2a^ sein. Nun mufs noch 20;* gleich einem Kubus sein. Ee 
sei 2x* — x\ so wird j; — 2. Durch Einsetiung dieses Wertea 
erhalt mau fQr die Seiten des Dreiecks C^ 8, 10| und diejM 
Zahlen genOgen der Aufgabe*). 

. 

*) Auf dieao letxte Aufgabe de« 6. ISuches liif«i Backet eine 
Ueihe von Aufhüben Über dan rechtwinklige Dreieck folgen, Ton 
denen ich No. 2ü henrorhebe, weil Fermat an die Determination 
derselben eine Ittngere Bemerkung knüpft. Die Aufgabe lautet: 
Kin rechtwinkliges Dreieck su findeui dessen Fliehe 
gleich einer gegebenen Zahl ist 

Doukt man sich das Dreieck vermittels der relativen Prim* 
suhlen tu, n gebildet, so ist die Flüche (im* — m')inii, und dabei 
wird tu' — n* prim zu ihm sein. Wäre nun der Ausdruck fttr 
die Fluche eiue Quadraizahl, so mUfbie sowohl m* — - n\ als auck 
IM II ein Quadrat sein. Wenn aber mn ein Quadrat ist, so mufs, 
da IM prim zu »i ibt, auch im und ebenso n eine Quadratsahl sein. 
Hetzen wir nun m ■>■ fi', it «» v', so geht der Ausdruck fllr die 
Flüche über in (fi^ — v^)fi*v', und die^ wird ein Quadrat sein, 
sobald die Ditfercnz fi^ — v* ein solches ist 

lüs giebt aber keine zwei Biquadrate, deren Diffe* 
reuz (oder Summe) ein Quadrat wäre. Diesen Sats spricht 
Fermat in der nachstehenden Anmerkung aus. Den Beweis deutet 
er nur au. Vielleicht ist es Kuler gerade durch Ausführung der 
Fermat 'sehen Andeutungen gelungen, den Satz, sowie eine Keihe 
damit in Zusammenhang »teheudor Sätze streng und mit gewohnter 
Einfachheit und Klarheit zu beweisen (Commentatione« Algebraicae 
Collcctae, I. p.'24ff.). Formats Anmerkung lautet: 

„Die Fläche einen rechtwinkligen Dreieck«, dessen 
Seiten rationale Zahlen sind, kann keine Quadratzahl 
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sein. Den Bewois dieses ton mir gefundenen Saises habe 
ich selbst erst dnrch maheTolles und eifriges Nachdenken 
entdeckt loh lasse den Beweis hier folgen, da diese Art 
der Beweisfahrung wunderbare Fortsohrilte in der Arith- 
metik ermöglichen wird. 

Wenn dioFUohe eines rechtwinkligen Dreiecks eine 
Qnadratiahl wftre, so gilbe es swei Biquadrate, welche 
eine Qnadratiahl znr Differenz hütten. Es wOrde folg- 
lich zwei Qnadratzahlen geben, deren Snmme sowohl wie 
Differenz ein Quadrat wSre. Daher worden wir eine Qua« 
dratzahl haben, welche gleich der Snmme eines Quadrats 
und des Doppelten eines Quadrats wSre, während zu- 
gleich die beiden Quadrate, aus denen sie gebildet ist, 
selbst eine Quadratzahl zur Summe hätten. Wenn aber 
eine Quadratzahl in ein Quadrat und das Doppelte eines 
zweiten Quadrats zerfällt werden kann, so ist, wie ich 
sehr leicht beweisen kann, auch ihre Seite gleich der 
Summe eines Quadrats und des Doppelten eines Quadrats. 

Daraus schliefsen wir, dafs diese Seite die Snmme 
der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks ist, dafs 
nämlich das einfache Quadrat, welches sie enthält, die 
Basis, das doppelte Quadrat das Lot ist. 

Dieses rechtwinklige Dreieck wird somit von zwei 
Quadraten gebildet, deren Summe und Differenz Qua- 
drate sein werden. Aber Jiese beiden Quadrate sind, 
wie sich zeigen läfst, kleiner als die ersteren, anfangs 
angenommenen Quadrate, deren Summe und Differenz 
Quadrate sind. Wenn es also zwei Quadrate giebt, deren 
Summe und Differenz Quadrate sind, so giebt es auch 
swei andere ganze Quadratzaklen Ton derselben Be- 
schaffenheit wie jene, welche aber eine kleinere Summe 
haben. Durch dieselben Schlösse findet man, dafs es 
eine noch kleinere Summe als die termittels der ersteren 

• 

gefundene giebt, und so werden ins Unendliche fort 
immer kleinere ganze Quadratzahlen gefunden werden, 
welohe dasselbe leisten« Das ist aber unmöglich, weil 
es nicht unendlich Viele glänze Zahlen geben kann, wel- 
che kleiner sind als eine beliebig gegebene ganze Zahl 
Den Beweis ganz und ausfahrllcher hier mitzuteilen^ da- 
an reicht der Band nicht aus. 

Dnroh diese ^Überlegung habe Ich anoh gefunden 
und bewlesesi dafs keine Driieeksahl anfser 1 ein Bi- 
quadrat sein kann.** 

Auch dieser teilte Satz ist Ton Buler in der angegebenen 
Arbeit bewiesen worden 
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Hier möge auch die (tioiige) Anmorkang Pbti lladeiii welebe 
Ferniat lu Baokott Porismes nacht Di6«dbe beiUht aioh 
auf die 6^ Definition dea dritten Buehea der Pdriimeni welche 
lautet: |,lfin tagt, ein reehtwinkligei Dreieck wird Termittela 
iweier beliebigen Zahlen gebildet, wenn ea die Banune und die 
Differena der Quadrate dieier Zahlen sowie dai doppelte Produkt 
der Zahlen xu Seiten hat.** Format bemerkt: 

„Wir können ein rechtwinkliges Dreieck ans drei in 
arithmetischer Proportion stehenden Zahlen bilden, wenn 
wir dasselbe nach dieser '6'*'' Definition Termittela der 
mittleren Zahl und der Differenz darstellen. Das Pro- 
dukt der drei Zahlen giebt, wennics mit der Differena 
multipliziert wird, den Flacheninhalt des rechtwink- 
ligeu Dreiecks, und daher wird, wenn die Differena 
gleich 1 ist, das Produkt der drei Zahlen gleich der 
Flache des Dreiecks soin/^ 









Die Polygonalzahlen*). 



L Xinleitiuis. 

Jedes Glied der Reihe der Datürlichen Zahleii| 
Ton der Zahl 3 aii| ist eine PolygonaUahl, und zwar 
die erste auf 1 folgende. Die Zahl der Einheiten, die 
sie enthllt, ist gleich der Ansahl der Ecken dea 
Polygons, ond die Seite ist gleich der auf 1 folgen* 
den Zahl, d. L 2. Es ist also 3 eine Dreiecksahl, 4 
eine Yiereckzahl, 6 eine Fttnfeckzahl, n. s. w. 

Ton den Qnadratzahlen ist es bekannt, dafs sie 
entstehen, wenn man eine Zahl mit sich selbst mal* 
tipliziert. So wird auch gezeigt werden, dafs jede 
Polygonalzahl, wenn man sie mit einer Ton der Zahl 
ihrer Ecken abhängigen Zahl multipliziert und das 
Produkt um das Quadrat einer Zahl Termehrt, welche 
ebenfalls Ton der Zahl der Ecken abhftngig ist| eine 
Quadratzahl liefert 

Dies wollen wir beweisen und zeigen, wie aus 
einer Seite die zugehörige Polygonalzahl, und wie 
umgekehrt, wenn die Polygonalzahl gegeben ist, die 
zugehörige Seite gefunden wird. Torher wollen wir. 
jedoch die dazu erforderlichen Sfttze herleiten. 



^) 'Dem Leser i welchem der hier behandelte Gegenstand 
fremd geworden ist, empfehle ich, vor dem Studium der Schrift 
Diophants das {im Anhang ttber figurierte Zahlen Gesagte durch« 
zugehen. Er wird darin das tum Versiindnis dieser Schrift Er« 
forderiiche (nicht eine erschöpfende Bebandlnng der Sache) finden, 
und sein Studium wird ein cenufsreicherei seb. 
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Hat man drei ZahUn Ton gUich'ar Diffareaiy ao 
wird das Achtfache dei Prodahta aaa dar grSfatan 
und der mittleren, wenn man-ea nm das Quadrat der 
hloinsten Termehrt, eine. Quadratiahl, nnd xwar iat 
die Seite dieser Qaadratzahl gleich der Summe dar 
grOTsten und des Doppelten der mittleren ZahL 

Beweis. Die drei in gleichen Abständen 

11-11 I |. i_i_ ,_| i_i_|_|_,.._,_i^. , 
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liegenden Zahlen seien aßj ßy, ßd. , Es ist zu teigeui dafii 
das Achtfache des Produkts aus aß und ßy^ wenn es um daa 
Quadrat ?oii ßd vermehrt wird, ein Qiiadrat bildet, deaaea 
Seite gleich der Summe von aß uifd dem Doppelten von fiy ist. 

Da aß mm ßy ^ yd ihty so serfullt das Achtfache dea 
iVoduktti aus aß und ßy in das Achtfache des Quadrats von 
ßy und das Achtfache des Produkts aus ßy nhi yd. Wir 
nehmen jetzt von jedem der angegebenen AusdrQcke die Ullfte; 
es ist dann [das Achtfache des Produkts aus aß und ßy] 
gleich der Summe aus dem Vierfachen des Produkts von afi 
und ßy, dem Vierfachen des Quadrats von ßy und dem Vier* 
fachen des Produkts von ßy und yd. Die Suqime, welche 
durch das Vierfache des Produkts aus ßy in yd nnd durch daa 
Quadrat über dß gebildet wird, ist aber gleich dem Quadrat 
über aß [£uklid, II, 8]. Wir müssen daher sehen, wie die 
Summe aus dem Quadrat über /tß, dem Vierfachen des Pro* 
dukts von aß und ßy und dem Vierfachen des Quadrats Aber 
ßy ein Quadrat bildet. 

Setzen wir a$ — ßy, so vertauschen wir das Vierfache 
des Produkts von aß und ßy gegen das Vierfache des Pro- 
dukts von ßa und a$. Dieses letztere Vierfache wini, wenn 
das Vierfache des Quadrats über ßy, oder, was dasselbe ist, 
über as dazu addiert wird, gleich dem Vierfachen des Pro- 
dukts über ßi und ia. Wird hierzu das Quadrat über aß 
gezahlt, HO wird die Summe gleich dem Quadrat über ßi und 
$a als einer einzigen Linie [Euklid, II, 8]. Die Summe der 
Linien ßi und ta ixt aber gleich der Summe von aß und 
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dem Doppelten Ton ««, d. L dem Doppelten Ton ßy. Der 
Sats itt lomit bewiesen^). 



IXL Bals. 



Sind beliebig viele Zahlen Ton gleichen Ab» 
•tinden gegebeui so wird die Differenz iwiaehen der 
gröfsten und der kleinsten erhalten, indem man die 
Differens zweier auf einander folgenden Zahlen mit 
der nm 1 verringerten Anzahl der gegebenen Zahlen 
multipliziert 

Bewell. Es seien aß, ßy^ ßÖ^ ßi eine beliebige Menge 
Zahlen gleicher DifferenZi 

I — I 1 1 1 

so ist za zeigen I dafs die Differenz zwischen ßi und aß 
erhalten wird| indem man die Differenz zwischen aß nnd ßy 
mit der nm 1 verringerten Anzahl der Zahlen aßp ßy^ ßdf ßi 
mnltipliziert. 

Da die vorgelegten Zahlen' aß, ßy, ßd, ßB von gleicher 
Differens sind, so mflssen die Differenzen ay, ydf dt einander 
sein. Folglich ist ta ein Vielfaches von ay^ nnd zwar 



^) Sind a — if, 0| a -f d die drei Zahlen gleicher Differsnt| 
so enthllt der 8aU die IdeniiUt 

8(a + d) a + (a — <{)* — (8a + 4)*. 

Dtr Oaag des Bsweiaes ist fo1geB{l«r: Es ist 

8(« + (f)« — *{• + «0« + *(" + *)•' 

— 4(<i + «0« + 4a' + 4<><>> 
«Im 

8(a + d)a + (a •>- lO* — 4(a+ (0«+ 4a* + iad + (0 — if 

oder, w«U 

4a<i -f (a - lO* — <a + «O* ht, 
8(a + il)a + (a - d)* — 4(a + «0 a + 4a* + (• + «i)* 

-4a(a + d + a) + (a + d)*, 
«der, w«gM der Uo^tlt 4«(« -!-«) + «••- (S« + t)*, 



/ 



8(« + <!)'* + (•-*-<<)' — (»* + «+<*)• — (•« + <0*' 
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int •• 10 fiel mal my, all dia Amabl dir Difliir«iMB my, y$, 
dt angitfbt. Die AniaM der Differensen ay, y$, i$ ist abeir 
um 1 kleiner ali die Anubl der Zahlen mß, ßy^ ßd, ß$\ 
daher wird «a dadurch erhalten, dala man «y mit einer Zahl 
multiplizier t| welche um 1 kleiner als die Aniahl der Zahlen 
aßf ßy, ßif ßi ist as ist aber die Differeni iwischen der 
grörsteu und der kleinsteUi ay die Differeni zweier anf ein- 

ander folgenden Zahlen. 

• ______________ 

XV. Bati. 

Sind beliebig viele Zahlen Yon gleichen AbttSn- 
den gegebeui so ist das Produkt, das erhalten wird^ 
weuu man die Summe der gröfitten und der kleinsten 
Zahl mit der Anzahl der Zahlen multipliziert, gleich 
dem Doppelten der Summe aller Zahlen. 

Beweis. Es seien a, ß, y, d, s, C eine beliebige Anzahl 
Zahlen von gleicher Differenz; dann ist zu zeigen, dab, wenn 
man die Summe vou a und C mit der Anzahl der Zahlen 
a, ßf y, d| i, i multipliziert, man eine Zahl erhiilt, welche 
das Doppelte der Summe dieser Zahlen ist 

Die Anzahl der Zahlen a, /}, y, d, f , { kann nun gerade 

oder ungerade sein. Dieselbe sei zunächst gerade.« Dann mBge 

i)d so viele Einheiten enthalten, als die Anzahl der vorgelegten 

Zahlen betragt; ijd ist also gerade und habe die Mitte ic 

Ferner sei i}x durch die Punkte it, fA in ihre Einheiten 

« t'i y ' • C 

I J^i 1 I- . 1 

zerlegt Da nun die Differenz zwischen C und d gleich der 
Differenz zwischen y und a ist, so ist die Summe C 4" ^ gleich 
y 4* d* ^^^ Summe C + << i^^ *1>^'* gleich dem Produkt aus 
t-^ a und 1^1 [i^X — 1]; daher ist auch }^ + ' gleich dem 
Produkt aus {; -f- ^ u^d A/a. 

Aus demselben Grunde ist die Summe s -f" Z' gleich dem 
Produkt aus i + a und /ax. Daher wird die Summe 

« + /» + y + » + « + C 

gleich dem Produkt aus C + ^ und i}ac sein. Das Doppelte 
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des Produkts ans C + ^ . und q» ist aber das Produkt aus 
C -f tt ^^^ V^* £■ >>t 1^1*0 >u<sh das Doppelte der Summe 
flt-4-/l-(- }^ + d-H''f'C gleich dem Produkt aus der Summe 
i^^ a in 1}^, d. i. in die Anzahl- der Zahlen a, fi, y^ dp i, (. 
Dies war zu beweisen. 



▼• [Fortsetzung]. 

unter denselben Voraussetzungen sei jetzt die Anzahl 
der vorgelegten Zahlen a, fi^ y^ d, i eine ungerade, und es 
enthalte {q so Tiele EinheiteUi als Zahlen a, /), y^ d, < vor* 
banden sind. Es ist also auch {q ungerade. Wir tragen auf 
t^ die Einheit Cd ab, halbieren l^q in u und zerlegen 9% 
durch 1 in die Einheiten, die es enthllt 

Da nun die Differenz zwischen s und y gleich der Dif* 
ferenz zwischen y und a ist, so ist die Summe s -f ^ ^^ 
Doppelte Ton y, d. i. gleich dem Doppelten des Produkts aus 
y und ul. 

m p |r i 1 

c j— j j -I , 

Aus demselben Grunde ist die Summe /l + d gleich dem 
Doppelten des Produkts aus y und Ad, so dafi die Summe 
« -f ' "h Z' H" ' gleich dem Doppelten des Produkts aus y in 
dff ist Das Doppelte von l^x ist aber dq. Daher ist 
« -f- t -t" /I "I* ' gleich dem Produkt aus y in dq. Femer ist 
y gleich dem Produkt aus y m ^l^ somit die Summe 

gleich dem Produkt aus y in l^. Das Doppelte des Produkts 
aus y und Cq ist aber gleich dem Prodidct aus der Summe 
st -f- s in Cq. Daher ist auch das Doppelte der Summe 
«-1-/' + }^ + ' + ' gleich dem Produkt der Summe er +*• 
in Cq» d* i« in die Anzahl der vorgelegten ZahleUi und das 
sollte bewiesen werden^. 



^) In lY und y leitet Diopbant die Summenformel der arith« 
metisehen Keihe in folgender Weise her: 

Es sei sunlohst eine gerade Anzahl 9ii Zahlen von gldoher 
Dtfferestt 
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Di« PotjgoMOiiUM. 



VL Bals. 

LUgt ein« mit 1 beginnend« Reihe beliebig Tieler 
Zahlen gleicher Differens lotp so wird die mit dem 
Achtfachen dieser Differenz moltiplixierte Bomme 
aller Zahlen, wenn man sie um dai Quadrat der aat^ 
2 Terringerten Differens Termehrt, eine Quadrattakl; 
deren Seite bei Bubtraktion Ton 2 ein Vielfachea der 
Differenz ist, nämlich gleich der Differenz, multi- 
pliziert mit einer Zahl, welche, wenn man sie um 1 
vermehrt, das Doppelte der Anzahl aller Zahlen, die 
Zahl 1 mitgerechnet, wird 

Beweis. Die auf 1 folgenden Zahlen gleicher DiflTerenz 
seien aß, yd, st. Dann behaupte ich, dab der ausgesprochene 
Satz bestehe. 



gegeben. Dann ist 

'«- — '-+I = /- — 'i » also U^i + <• — ^, + h 

'f- — '*-f « "■ '•-» — '1 1 *i*^ '•+• + '»-i ■■ 's« + '1 

'f » — 'in- 1 -» '« — '1 f also /t«-i + 's ■• 's« + '1 . 
Da nun noch 

isi| so ergiebt sich fUr die Summe aller Glieder (/«»-f- 'a)M| Also 
fUr die doppelte Summe (/«• -f" 'i)2m. 

Ist dagegen die Anzahl der Glieder eine ungerade, liegt 
also die Keibe 

vor, so schliefst Diophant in folgender Weise: 
Es ist 

'iii+i — U-^t — '»+1 "" 'ii •^•^ 'i«+i + h ■■ 2/,4.| 
/«* — '•+1'— /•+! — /s< also 's« + 't — 2/»4.| 



'»+1 — '•+1 — <•+! — <•• also /»+t + <»"-2/.4.|. 

Da nun noch t^^i "■ 1 • /«^i ist, so ergiebt sich für die Summe 
aller Zahlen (2m + 0'»-f ti ^^ die doppelte Summe (2i^+l)2Cf.i| 
d.i. (/i-+i + /i)(2it + l). 
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So Tiele Zthlen, die Zahl 1 mitgerechnet» torhanden sindi 
•o tiele Einheiten ni5ge i|l^ enthalten. Nun int die Üiflerens 
iwischen «{ und 1 

ein Vielfaches der Differens zwischen afl und 1, und zwar 
ist sie gleich dieser DifferenZ| multipliziert mit einer Zahl, die 
1 weniger als qd betragt Wenn wir daher jede der Zahlen 
ax, il^ fifL gleich 1 setzen, so wird A{ gleich x/l, multipliziert 
mit fftdy also ist XI gleich dem Produkt aus xß in ftd. Wird 
aufserdem xv«-2 angenommeUi so haben wir zu untersucheUi 
ob die Summe aller Zahlen, multipliziert mit dem Achtfachen 
▼on xß (welches die Differenz der Zahlen ist) uncT termehrt 
um das Quadrat Ton vß (welches um 2 kleiner als diese 
Differenz ist), eine Quadratzahl wird, deren Seite, wenn man 
sie um 2 Termindert, eine Zahl giebt, welche gleich dem Pro- 
dukt aus der Differenz xß in die Summe qd -f ^/^ i>t. 

Was die Summe aller Zahlen betrifft, so ist dieselbe die 
Hüfte des. Produkts der Summe Cs + <' in dq; das Produkt 
aus der Summe C« -f- sA in dq zerfallt aber in das Produkt 
aus It in fjd und das Doppelte des Produkts aus il in qd, 
welches letztere gleich dem Doppelten Ton q^ ist Daher ist 
die Summe aller Zahlen die Hälfte der Summe, deren erstes 
Glied das Produkt aus It in ql^, und deren zweites Glied das 
Doppelte von qd ist. Es ist aber gezeigt worden, dafs II 
gleich dem Produkt aus xß in ftd ist Daher ist die Summe 
aller Zahlen die Hälfte der Summe, deren erstes Glied das 
Produkt der drei Faktoren xßp ft^, dq, und deren zweites 
Glied das Doppelte Ton ql^ ist Ist also i die Mitte von fid^ 
so wird die Summe aller Zahlen gleich dem um qC^ ter- 
mehrten Produkt der drei Faktoren nß, qd, d{ sein. 

Wir haben also zu untersuchen, ob die Summe von q^ 
imd dem Produkt der drei Faktoren nfip ii^^ 91^ wenn man 
•ie mit dem Achtfachen Ton uß multipliziert und znm Resultat 
das Quadrat Aber pß addiert, ein Quadrat wird. 

Das Produkt x/f.qd.l^t^ multtpliziart mit «/f, giebt 
das Fkodukt aus ^& . &l in. das Quadrat über nfii also ist 
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das Prodaki nß.nl^.^l, miiltiplitiert mit dtm Aebtfaeb«n 
ton nflf gleich dem Produkt fl^.d{, multiplisiert mit dem 
Achtfachen dee Quadrate Aber nß oder gleich dem Achtfachen 
des Produkts ^9.^1, multipliziert mit dem Quadrat Ober 
sc/}, d. i gleich dem Vierfachen des. Produkts ^d.dfi, multi- 
plisiert mit dem Quadrat Über uß. 

Wir haben also zu zeigen , dafs das Vierfache dea Pro* 
dukts i)d . Ofi| multipliziert mit dem Quadrat, von uß und 
vermehrt um die Sumiue, deren erstes Glied das Produkt aoa 
1)4^ in das Achtfache von xß^ und deren ^weites Glied das 
Quadrat über vß ist'i ein Quadrat wird. 

Uus Achtfache des Produkts aus qd in x/l zerfällt in 
das Vierfache de« Produkts ij/i . x/i uud das Vierfache dea 
Produkts aus i^d •{- ^/^ iu ^ß* ^ 

Es fragt sich somit, ob man ein Quadrat erhält, wenn man 
folgende vier Zahlen addiert: enttens das Vierfache des Pro» 
dukt8 aus i}4^,4^fA in das Quadrat über %ß\ zweitens daa 
Vierfache des Produkts i)/i . %ß\ drittens das Vierfache dea 
Produkts aus %i^ -|" ^V^ i<^ ^ß\ tiertens das Quadkmt über vß. • 

Das Vierfache des Produkts ijfA • %ß ist gleich dem Dop- 
pelten des Produkts vx.xß, und wenn das Quadrat über vß 
hinzugefügt wird, so erhalt man die Summe der Quadrate 
über xß uud xv. 

Wir werden daher überlegen, ob das Vierfache des Pro« 
dukts aus i^O . 4^/i in das Quadrat über x/), vermehrt erstens 
um das Vierfsche des Produkts aus i^d -)- 4^^ in uß und 
zweitens um die Summe der Quadrate über xß und xv ein 
Quadrat wird. 

Das Quadrat über ßx geht über in das Produkt aus dem 
Quadrat über i^i in das Quadrat über xß, • Wird dazu daa 
Vierfache des Produkts aus i|d.dfA in das Quadrat über xß 
addiert, so erhalt man das Produkt aus dem Quadrat über 
i)d -f- ^/A in das Quadrat über xß. 

Es ist also zu untersuchen, ob das Produkt aus dem 
Quadrat über i^d + ^/^ ^^ ^^^ Quadrat über x/i, wenn dazu 
erstens das Vierfache des Produkts aus ijd •{- d/i in xß und 
zweitens das Quadrat über xv addiert wird, ein Quadrat bildet 

Wenn wir das Produkt aus ijd -f fid in xß gleich der. 



p 
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Zahl vff annehmeDy so wird das Produkt aus dem Quadrat 
über qd + fi^ in da* Quadrat über k(i gleich dem Quadrat 
über v^ sein, wie im niehsten Batse gezeigt werden wird. 

Wir haben folglich zu sehen, ob die Summe der Quadrate 
über vff und %v^ vermehrt um das Vierfache des Produkts 
aus ql^ -f- dfi in %ß^ ein Quadrat wird. 

Daa Vierfache des Produkts aus ijd + df» in %ß ist 
gleich dem Vierfachen Ton vp, da das Produkt aus qd-|-^fft 
in %ß gleich vff gesetzt worden ist. Das Vierfache von vf^ 
ist aber gleich dem Doppelten des Produkts aus vp in v%^ 
weil v% gleich 2 angenommen wurd.o. 

Daher mfisHcn wir sehen,, ob die Summe der Quadrate 
über VQ und vx, wenn sie um das Doppelte des Produkts 
ans vp ia VK vermehrt wird, ein Quadrat bildet Das ist nun 
in der That der Fall, und zwar erhilt man das Quadrat über 
p%. Die Seite q% dieses Quadrats wird bei Subtraktion von 
2, d. i r«! gleich einer Zahl vp. Diese letztere ist das Pro^ 
dukt aus der Differena %fi der Zahlen in die Summe ql^ -f- dfi, 
welche, wenn sie um 1, d. i. um i}fi Termehrt wird, das Dop- 
pelte der Anzahl der vorgelegten Zahlen wird^). 



•) Sind 1, 1 + <f, 1 + 2(1, . . ., 1 4- (fi — l)(i fi Zahlen 
gleicher nffereas, welohe die Summe s haben, so soll bewiesen 
werden, dab 

s . 8il + (il - »)• -•fa + (2fi - l)ill« 

ist Der Gang, den Diophant beim Deweise elasohllgt, ist folgenden 
Es ist 

*— j ^ ...... ,^ ^^J. IP.H ,^11.114 ^.__Jj 

afaM haben wir uns mit dem Ausdruck 

[« + rf« . " ~ -] 8(1 + («I - «)• — il 

I 

ZU besohlfligen. Da . * 

d • n - J - 8rf. ^ 8 • n . ?— i dP — 4fi(ii - l)dP 
lst| so wfard 

^«4fi(fi-.l)d».+ 8iiff + (il — 2)«. ^ 

Ferner ist gft -^ 4 + 4(2fi — l), also 

nuyktal, ArMiMlilL I0 



K$Fdj\ 



WoBB m gUich d«r Saaiaie f * + %n, ß gleich nß. 
«ad f gUieh des Prod«kt der 8«sse f # -f- #|i in x/l 
^•t, eo beha«pte ich| dafa aack daa Prodmkt aua dem 
Qaadrate iber ^% + #fi, d. L Aber #» in das Quadrat 
Aber uß, d. L Aber ß, gleiek dem Qaadrate Aber f ist 

Beweb. Wir tragen auf eiiier geradea Liiue awei Strecken 
df md ii as einaiiderf welche gldck m und ß tind, and be- 
flchreibca die Quadrate Aber denadben, nimlick d# and $l\ 
famer bilden wir daa Erganxangfparallekgraniin dfi. * 




Nun rerbilt sich dd lu der Erginiung •{, wie sieh de 
«t Terbllt» Ferner Terkilt eich die Erginsung d( an $1 



A — 4n(n — 1)1^ + 4d + 4(2« -* l)d + (d - 2)\ 

aaa da (4d, d L) 9 . 2d + (d - 9)* — d> + S' ut, 

il — 4n(N — l)iP + 4(3« - l)d + d> + 2*. 

Weiter ut 4ii(«— l)d*+i2> — (2« - lyjP. oder da «*/— («f)* 
iiiti wie im folgenden Satze gezeigt wird, 

A .. [(2« ~ 1)(|]* + 4(2« -- l)d + 2* 

— [(9« — l)dr|« + 2 . (9« - l)d . 9 + 9« 

-[9 + (9«-l)dl«. 
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wie dff Sit €x. Das Ergansungtparullelogratnm dt ist also 
die mittlere Proportionale twischen den Quadraten dd und 
ln\ daher ist das Produkt aus den Quadraten dd und (« 
gleich dem Quadrat des Ergünxungsparallelogramms d(. 

Das Quadrat dd ist aber gleich dem Quadrat Ober der 
Summe q(^ + ^f^» ^^^ Quadrat ^u gleich dem Quadrat Ober 
nfif das Ergänzungsparallelogramm dC gleich vf^ und somit 
ist das Produkt aus dem Quadrat Ober qd -f* ^f^ in ^m Qua- 
drat Ober »fl gleich dem Quadrat Ober Vf. 



ym. BatB. 

Nach diesen Vorbemerkungen behaupte ich, dafs, 
wenn eine beliebige Antahl von Zahlen gleicher Dif- 
ferenty Ton denen 1 die erste ist, Torliegt, die Summe 
derselben eine Pol7gonal£.ahl ist und zwar von so 
Tiel Ecken, als die um 2 Termehrte Differenz der 
Zahlen Einheiten enthSlt, während die S^ite gleich 

der Anzahl der Zahlen, die Zahl 1 mitgerechnet, ist 

• 

Beweis. Wir haben gezeigt, dafs die Summe aller vor* 
gelegten Zahlen, wenn man sie mit dem Achtfachen Ton nfl 
multipliziert und das Produkt zum Quadrat Ober vfi addiert, 
das Quadrat Ober fu giebt Wenn wir nun noch eine Ein- 
heit ao der Reihe anfUgen, so wird xo -« 2 sein, wie auch 
irtf — 2 ist. Es werden daher o/), fix, ßv Zahlen Ton gleicher 
Differenz sein, und somit wird des Achtfache der gr5fsten 
dieser Zahlen, d. L o/), wenn man es mit der mittleren, d, L 
fiXf multipliziert und das Produkt zum Quadrat Aber der 
kleinsten, d. i. fiv^ addiert, eine Quadratzahl geben, deren 
Seite gleich der Summe der grSfsten, oß, und des Doppelten 
der mittleren, /Ix, ist Wird also das Produkt aus ofi in das 
Achtfache ton ufi um das Quadrat Aber pfl yermehrl, so wird 
das Resultat gleich dem Quadrat Aber der Summ« ton ofi 
und dem Doppelten ton nß. 

l-i-l-^-i 1; — rt M-i 1 

\r-i: 1- i 

Wifd aber du Seit« dietea Qatdnta [op-^9.nfi] tarn 9 »o* 

lO* 
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fermiiiderty so bleibt dat DreifiMhe fon ufi, d L da« Prodakk 
fon ac/l in 8^ übrig; 8 ist aber na 1 kleiner als daa Doppeita 
f on 2 [d. L der Differena der Zahlen fio^ ßu, /IrJ. Da non 
di^ Summe der f orgelegten Zahlen, die Zahl 1 mitgereehnel^ 
demnelben Ueietse unterliegt wie 0fip die Zahl o/l aber be* 
liebig uud immer die erate Polygonaltahl nach 1 ist (dn 
ffo ■■ 1, aß aber die swcite Zahl int), also die Seite 8 hat^ 
80 iit auch die Summe aller vorgelegten Zahlen eine Polj* 
gonulzulil Tou dersolbcn Kckensahl wie o^i und twar fon ao 
viel Ecken, all die um 2, d. L ox, vermehrte Differena nß 
der Zahlen Einheiten enthält, wahrend die Seite gleich q^, 
d. i. gleich der Anzahl der gegebenen Zahlen, die 'Zahl 1 
mitgerechnet y itit. * 

So iüt bewieHeii, wae llypiiiklee in der DefinHion aagt: 

Wenn eine mit 1 beginnende Reihe beliebig 
vieler Zahlen gleicher Differena vorliegt, ao ist die 
Summe aller Zahlen, eine Dreieckzahl, wenn die Dif- 
ferenz gleich 1 iit, eine VHreckzahl, wenn die Dif* 
foronz 2 int, eine FUnfeckzahl, wenn dio Differena 8 
ift. Die Zahl der Ecken ist um 2 grBfter ala dio 
Differenz, und dio Seite iet gleich der Anzahl aller 
Zahlen, die Zahl 1 mitgerechnet 

Daraus folgt fQr die Dreieckzahlen, die entstehen, wenn 
die Dilfereuz 1 ist, dafs ihre Seiten die grOfsten der vor- 
gelegten Zahlen sind, uud das Produkt aus der gröbten dieser 
Zahlen iu die um 1 gröftfere Zahl int das Doppelte der be- 
zeichneten DreicckzahL 

Du nun ofl eine Polygonalzahl von so viel Ecken ist, ala 
darin Einheiten enthalten sind, und da ferner eine Quadrat» 
zahl entsteht, wenn man *ofl mit dem Achtfachen einer Zahl, 
welche um 2 kleiner als ofl ist, d. i. nß multipliziert nnd 
zum Produkt das Quadrat der Zahl, welche um 4 kleiner ist^ 
d. i. das Quadrat Qber vß addiert, so ist folgendes die Defi- 
nition der Polygonalzahlen: 

Jede Polygonalzahl bildet ein Quadrat, wenn 
man sie mit dem Achtfachen der um 2 verminderten 
Anzahl der Ecken multizipliert und znm Produkt 
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das Quadrat der um 4 ? ermiuderten Ansahl der Ecken 
addiert 

Nachdem wir so die Definition des Hypsiklee nnd auch 
die Euletct gegebene Definition der Polygonalzahlen erwiesen 
haben, liegt une weiter ob, eu zeigen, wie bei gegebener Seite 
die BugehSrige Polygonalzahl gefunden wird. 

Wenn wir die Seite qd irgend einer Polygonalzahl und 
auch die Anzahl der Ecken haben, so ist uß bestimmt; wir 
kennen folglich auch das Produkt aus der Summe qd + pl^ 
in xßf welches gleich vf ist, und da t^a ■« 2 ist, so ist uns 
auch Kf bekannt. Dann ist auch das Quadrat über ap be- 
stimmt, und wenn wir Ton demselben das gleichfalls bekannte 
Quadrat Aber vß subtrahieren, so wird auch der Rest bestimmt 
sein; dieser ist aber gleich dem Produkt der gesuchten Poly- 
gonalzahl in das Achtfache Ton a/l, so dab die Terlangte 
Polygonalaahl ermittelt ist 

Auf ihnliche Weise werden wir auch, wenn die Poly* 
gonalzah) gegeben ist^ die Seite i)(^ derselben finden, und dies 
war zu zeigen*). ^ 

XZ. Bata. 

Denjenigen, welche in aller Kflrse h5ren wollen, 

was wir methodisch hergeleitet haben, wollen wir 

jetzt ein zum Lehren bequemeres Verfahren aeigent 

• 
*) Wenn 8 die Summe der Reihe 

(1) 1. l+d, l + 2rf,..., l + (n-l)cf 
ist, so besteht nach Satz VI die Formel 

(2) 8dS + (d - 2)* — [2 + (5^»» — O^l*- 

Weiter liefert Satz II für die drei Zahlen gleicher DiiTerens 
d ~ 2, d, d -f 2 die Formel 

(8) Bd{d + 2) + (d— 2)* — [2 + (2.2 — l)dj«. 

Diopbant Terglmcht nun die Formeln (2) und (8). Der Faktor 
d 4* 2 in (8) ist die Summe der beiden ersten Glieder der Reihe 
(1), entspricht also 9 in (2) für ii -- 2, d. h. (2) und (8) fidlen 
flür M «■ 2 zusammen/ Da also 8 und d -f* 3 demselben Geeetse 
unterliegen, und da d -f* ^ ^^ Polygoaalzahl Ton d -|- 2 Ecken ist, 
so ist auch 8 eine (und swar die n^ Fdlygonalsahl Ton d -f* 2 Ecken. 
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Wir »•haian AU 8«iU dM PoljgOBs, ▼•rdoppala 
diaselb«, ti«li«B fom B^saltat 1 ab^ oiBliipliBiertB 
den Baal mit dar am 2 ▼•rmiBdariaB ABsahl dar 
Xokan das« PolygOBa, addiaraa 2 lam Produkt and 
arhabaB dia Bumma iaa Quadrat Yob diaaaa Qoa* 
drai iBbirahieraB wir dua Quadrat dar um 4 ▼arniD* 
dartaa Antahl dar Eekan nud difidiarau daB Baal 
durch daa Achtfueha dar um 3 Tarmindartau Ausahl 
dar Eekaa, So erhalteu wir die PolygOBaliahL 

WetiB umgekahrt dia PolygOBalawU gegabeu iat^ io liiidea 
wir auf folgenda Waise die Seite deraelbeu: 

Wir muUipliaieren die Polygonalsahl mit dem 
Achtfachen der um 2 Terminderten Ansah! der Ecken, 
und addierihwsum Produkt daa Quadrat der um 4 Ter* 
minderten Anzahl der Ecken; auf di^ae Weiae ent« 
•teht, wenn die Torgelegte Zahl eine Polygonalsahl 
ist| ein Quadrat Von der Seite dietea Quadrats sub- 
trahieren wir 2f difidieren den Best durch die um 2 
termiuderte Anzahl der Ecken, addieren 1 aum Quo- 
tienten und nehmen die Uiilfte der erhaltenen Summe; 
dann haben wir die gesuchte Seite der gegebenen 
Polygonalsahl*). 

*) Wird die n^ ci-ecksahl mit P beteichnet^ so ist nach der 
DsHuition in VIU 

P . 8(a - 2) + (a - 4)« - [2 + (2a - l)(a - 2)ft 

und dwrttui folgt 

it\ » « 1< + ««» - t ){a - «)]• - ( g ~ 4)« 

(1) '"- »(T-"«) ~ — ' 



(8) n ^ 

■ 

Anmerkung Ton Permat: 

y,Ein sohOaer und wunderbarer Bats, den ich gafBB* 
den habe, mOge hisr ohne Beweis angefahrt wardon: 
Wenn man irgend eine Zahl n der mit 1 beginnandaB 
Keihe der natarliohen Zahlen mit der nickst folgoBdan 
Zahl n + 1 mult^ilisiert, so erhalt man das Doppalte 
der a^ Dreieckxakli muliipliiiert man n mit der {n + if^ 
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X Aufgabe. 

Man toll beatimnieiii auf wie Tiele Arten eine 
gegebene Zahl eine Polygonalsahl sein kann. 

AnflSenng. Die gegebene Zahl sei aß^ die Ansahl ihrer 
Ecken fiy\ ferner nehmen wir an, dafs in ßy die Strecke 
}f^ ■■ 2 und ebenso }^€ — > 4 liege. Da nun die Polygonalzahl 
aß no fiele Ecken hat, als ßy Einheiten enthSlt, so wird das 
Achtfache des Produkts ans nfi in ßd^ wenn es um das Qua- 
drat Ober fii Termehrt wird, ein Quadrat Die Seite dieses 
Quadrats sei Cq, so dafs also das Quadrat Qber (q gleich der 
Summe ist^ die man erhalti wenn man das Achtfache des 
Produkts «fi . ßd und das Quadrat über ßi addiert. 

\yeiter nehmen wir in aß die Strecke a^«» 1 an; dann 
sertallt das Achtfache des Produkts aß .ßd in das Vierfache 
des Produkts ad . ßd und das Vierfache des Produkts ans 
der Summe aß + ^ß in ßd. Nun möge das Vierfache der 
Summe aß -f- 9ß gleich dx sein; dann Terwandelt sich das 
Vierfache des Produkts der Faktoren aß -^ 4^ß und ßi in 
das Produkt aus xd und dß. Femer geht das Vierfache des 
Produkts a^ .ßd Ober in das Doppelte *des Produkts ßi .it, 
da cd ■■ 2 ist Das Quadrat Aber (q ist folglich gleich dem 
Produkt aus ad in dß^ Termehrt um das Doppelte des Pro- 
dukts ßi • ds und femer Termehrt um das Quadrat Qber ßi. 
Nun wird aber das Doppelte des Produkts ßi • ds, wenn man 
es um das Quadrat Qber /)i Termehrt, gleich der Summe der 
Quadrate Qber ßi und d<; also ist auch das Quadrat Aber 
In gleich dem Produkt ad • ißp Termehrt um die Summe der 



Dreieekzahlf so erh&lt man das Dreifache der m** Te- 
traedraltah.1 ; wird n mit der (n -f 1)*^ Tetraedraliahl 
multiplisiert, so erh&lt man das Vierfache der n^ figu- 
rierten. Zahl 4** Ordnnngi u. s. w. ins unendliche. Ich 
glaube nichti dafs es einen sohOneren und allgemeineren 
Satt als diesen in der Zahlenlehre geben kOnne. Den 
Beweis desselben hier auf dem Bande mittuteileni dasn 
fehlt es mir an Zeit und Platt.*' 

Denselben Bats spricht Fermat in ebeni Briefe an BeberTal 
(Varia Opens p. 146) aus. Der Beweis wiM sieh unten Aus der 
aUgemt inen Betlrachtung der figurierten Zahlen ergeben« 
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QoAdrato Ob«r fi$ utA t$. Dm Produkt u$.$fi, ▼tmAH 
ain dM Quadrat Ober tfi, Ut abtr glaieh dam Flrodakt nfi*ft\ 



I , ^ I -J-l 



I — I- 



folglich ist daa Quadrat Obar (ij gleich dam Produkt ufi.ßtf 
fermehrt am dae Quadrat Aber de. Da nun da gleich dem 
Vierfachen der Summe ufi + fl^^ also grSfser ala daa Yie^ 
fache Ton ad, d, L gröfeer alt 4 ist , und da dy^S iet, to 
mub der Rest yu grOfier alt fd ^^2 sein, folglich die Mute 
Yuu du awiechen y und a, etwa ia A liegen. Dae Qutdnt 
Ober fil geht aleo Ober in die Summe des Quadrate Aber li 
und des Produkte nß.ßd. Wird daher da in A halbiert und 
d/) sugefOgti eo ist dae Produkt nß.ßS, vermehrt um daa 
Quadrat ttber Ad gleich dem Quadrat über Iß, aleo dae 
Quadrat über Iß um dae Produkt nfi.ßd gröfeer >le daa 
Quadrat über Ad, folglich daa Quadrat Aber Cq gleich der 
Ditterenz der Quadrate über fil und Ad, vermehrt um daa 
Quadrat Ober de. 

Wird auf beiden Seiten dae Quadrat über dA addiert» ao 
iat die Summe der Quadrate über Cq und dA gleich der Sui 
der Quadrate ttber ßl und de. Wenn aber die ^omme si 
Zahlen gleich der Summe zweier anderen Zahlen iet, eo 
auch die durch Veaetzung derselben entstcheuden Dilr- 
renzeu einander gleich | also das Quadrat über Ad| vei 
um dasjenige über de, gleich dem Quadrat Ober Xfi, V( 
dert um dasjenige ttber Cq. Da nun $6 '^ dy hi, eo 
sich bei Hiuzunahme von yl, dafi» das Produkt aus el ia If, 
wenn man das Quadrat über, yd dazu addiert, gleich 
Quadrat über dA wird. Folglich ist die Differenz der 
Ober Ad und dy, d. i. die Differenz der Quadrate 
und de, welche gleich dem Produkt aus <A in ly ist, 
der Differenz der Quadrate über iß und Cq. 

Wir nehmen jetzt CfA >« /)A an. /)A ist grosse 
es ist nilmlich gezeigt worden, dafs cKe Summe d«r 
über Cq und dA gleich der Summe der Quadrate 
und $6 ist; uun ist aber das Quadrat über dA, da a« 





L . 
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als dasjenige über dy ist, ancb grSfser als das Quadrat über 
dif und daber mnh das Quadrat über fil grSfser als das 
Quadrat über Cq sein. 

Wenn nun fik mm ^ft ist, so mufs auch die Differens der 
Quadrate über Cf* und ttj gleich dem Produkt aus il in ly 
sein, dx ist das Vierfache der Summe «/) 4* ß^9 ^^^ ^ ^>^ 
die Mitte, Ton dir; 'daher ist dA das Doppelte der Summe 
er/) + ß^» ^^ null >><x^h ^Y ^^ Doppelte Ton crd ist, so 
ergiebt sich, dafs yl das Doppelte Ton zweimal /)d ist; yl 
ist also das Vierfache Ton d^, oder d/) ist der Tierte Teil 
Ton yL Es ist aber auch ad als Einheit der Tierte Teil 
ton s}f— 14; somit ist die' ganze Zahl aß der Tierte Teil 
Ton iL Da nun, wie wir gezeigt haben, auch 9ß der Tierte 
Teil Ton ly ist, so wird das Produkt aus aß in ß9 ein 
Sechszehntel des Produkts aus sl in ly^ oder das Produkt 
il.ly wird das Sechszehnfache des Produkts aß . ßd" sein. 
Es ist aber gezeigt worden, dafs das Produkt il.ly gleich 
der Differenz der Quadrate Ober fi( und Cq ist; folglich ist 
das Sechszehnfache des Produkts aß .ßft gleich der Differens 
der Quadrate über fiC und (if, d. i. gleich dem Quadrat über 
fii}i Tcrmehrt um das Doppelte des Produkts aus In in nfL, 
^^ Es ist also auch das Sechszehnfacho des Produkts aß . ß^ 
^':^ gleich dem Quadrat über qf», Termehrt um das Doppelte des 
Produkts aus Cq in qfi. Daher ist qf» eine gerade Zahl und 
kann halbiert werden; ihre Mitte sei i^. — 

[Hier bricht das Original ab', und es.lftfst sich nicht er- 
kennen, wie Diophant die Torliegende Aufgabe gelöst hat 
Ob dieselbe überhaupt Ton Diophant herrührt oder ein fremd- 
artiger Zusatz ist, bleibe dahingestelli 

So weit das Bruchstück reicht, ist der Oang folgender: 

Bezeichnet a die Anzahl der Ecken, ik die Seite^ so sollen 
alle snsammengehSrigen Werte Ton a und n bestimmt werden, 
f&r welche eine gegebene Zahl P eine Polygonalzahl ist. 

Zn Orunde gelegt wird die Gloiehong 

„r 8P(a-.j) + (a-4)»-(2 + (a-2)(»ii-l)f, 

dereo nehto Seite der Kflne wegen mit Ä* beseiehnel weiden 



üf 



% 



iT' 



et"' 



I 
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Mj 



»Im 



8P — 4 + 4(2P~lX 

8P(a — 8) — 4(a — 2) + 4(a — 9)(8P-1) 
int, M ist 

^•-4(a-2)(2P-l) + 4(a-») + («-4Ä 
oder« wegen der IdentiUlt 

(a — 4)» + 4(a — 2)-~{a^ 2)» + 2«, 
il» — 4(a ^ 2> (2P— 1) + (a - 2)« + 2« 
- (a- 2) [4(2P- 1) + « - 2J + 2'. 
Nun iat »Ugeinein 

alüOi wenn j1* wieder durch teineu Wert ersetst wird| 
I2+(a-2)(2ii-l)r-[2(2P— l)+a-2r-[2(2P-l)f+2*, 
12(2P— 1)]«-2'— |2(2P-l)+<i-2j*-l2+(a-2X2ii7-l))», 
und hieraus folgt^ wenn rechts die Id'eutit&t' 

M* — V* — (ii — v)* + 2(ii — v)p, 
links die Ideutitut u^ — t^* ■■ (n -f- v) (n — p) aiigeweDdei wird| 
10P(P- 1)— l4P+2a-2aii + 4M— 8J« 

+2[4P-f-2a-2afi+4ii— 8](2aM— 4ii— a+4J. 

Nun ist 4P+2a — 2aM + 4ii— 8 eine gerade Zahl 

Sachet behandelt die Aufgabe in seinem noeh sa be- 
sprechenden Anhang sur Schrift Diophants Aber die Polygonäl- 
aahlen. Die einfachste Lösung ist wohl folgende: Wird dia 
nf a- eckzahl mit P bezeichnet, so ist 

P— ^ , 

und daraus folgt 



/ 



(1) 

(2) 



4 + an — a — 2ii — 



tP 



Nun mufs sowohl — , als auch ^L ::rjv eine ganaa Zahl 
sein, und da a > 8 ist, so mufs 
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■ein. Diese lettte Bedingntig liefert 

(8) „<r_L+.p-3?. 

Will man nun beetimmen, welche Polygontlsahl eine gegebene 
Zahl P iati so snbetituiere man in (2) fdr n die Werte 2, 3^ ••• 
bis an dem darch die Formel (3) gelieferten Grenzwerte; 

dabei bleiben die Zahlen, fBr welche — ein Bruch ist, Ton 

Tom herein ausgetchloasen« Jedes n, dessen Einsetsnng in 
(2) f&r a eine ganze Zahl ergiebt| liefert eine Lösung. 

Beispiele. L Welche Polygonalzahl ist 825? Da 

/i 4^ 87825 •-51, also fi.<25 sein mufS| und da ferner 
▼on den Zahlen 2, 8, 4, • • . 25 in 2 . 825 •« 2 . 6 . 6 . 18 nur 
2| 6, 10, 18, 25 aufgehen, so hat man auch nur diese in (2) 
einzusetzen; es ergeben sich die zusammengehörigen Werte 



IL P— 120. 



n 


t 


5 

• 


10 


18 


t5 


• a 


S85 


84 


• 


e 


8 



M 
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8 


4 


5 


6 


S 


10 


it 


16 


• 


ISO 


41 


— 


«- 


— 


e 


— 


— 


S 



Baehet hat ni Diophants Schrift Ob«r di« Polygonal- 
aahlen eiaen Anhang in swei BQchern gesehrieben, Ton denen 
kh die wiehtigaten Sitte nur in Formeln, nicht in Worten 
anführe, den Beweis dem Leaer ala Übang flberlaasend. Dabei 
■oll « steti da» Anzahl der Ecken, P« alao die 4i** «••elnahl 
beaeichnen. Die Dreieekaahlen aeien ^,, J^, Jf, , . , 



Sali 7. 

la 

11. 
16. 



L.Bnoh. 

. P*+. - P» + P, + .*•»(«- 2). 
P» - ^. + (« - 8) ^^,. 

Pi + i»i + • • + A 

«.•i5+Jl + (a.8)[(H-l).l + (ii-2).2 
+ (« — 8)«8 + *> -|-1.(ii-l)]. 
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16. P,+P^ + P, + ... + P^ 

''(a^2) [J, + ^, :|. ... + J^^{\ + ^.. 

n, (»+l)P. + ii«±i)«8[P| + P, + ... + PJ. 

II. Book 
Bats 18. P«^«+i;'(a-2)M| + ^, + -- + ^.^i] 

— i P* + Pfi + Pf» + • • ^ + P«». 
21. P,J, + (« + 1) P.* - 8 [P* + P,» + . • . + P.»l. 
24. Ä» — »« + 2IIJ1+2 + 8H +(n-.l)]. 

26. l» + 2« + -- + ii«-('^^'^^+-^^)*-^.». 

28. »•+6^. + l — (n + l)». 
81. U.82. *• + (2*)»+.. + («*)» 

- *».^.» — t (jk + 2* + ••• + n*)». 

Hier macht Farmat dia folgende BemerkuDg, deren 
Richtigkeit aicb leicht darthun lüfit: 

„Hieraua ergiebt sieh, daft der Kubus des grSfeten 
Oliedee, multipliziert mit der Anaahl der Glieder, 
wehiger als das Vierfache der Summe aller Knben isf 

In Nr. 27 wird der Satz des Nikomachus über die 
Zerlegung der Kubikzahlen in ungerade Zahlen hergeleitet. 
Um den Satz zu Terallgemeinenii lösen wir die Aufgabe; 

Welche m auf einander folgenden ungeraden Zahlen haben 
die Summe n% wo a eine beliebige ganze positive Zahl ist? 

Werden die n gesuchten Zahlen mit 

2a? +1, 2a: + 3, .., 2a: + 2w— 1 
bezeichnet, so soll 

(2* + »O** — '•"i •^•ö 2a? — m^^ — •• 
sein. Die gesuchten Zahlen sind also 

,i«-i — 11 + 1, n«-> — 11 + 8, . • •, n— » + « — 1. 
Uieraus ergiebt sich f Qr « «> 3 
(,|t-.„ 4. 1) 4. (n« — n + 8) + • . . + (w* + « - ») — «•• 
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also Ar m — 1 1 -«1' 

— 2 3 + 6 — 2* 
_ 3 7 + 9+11—3» 



Auf dieien Satz ISfst Fermat eine Anmerkiing folgen^ 
deren Wortlaut mir gans unverständlich geblieben ist Bei 
der ungemein grofsen Menge Ton Fehlern, welche die Fer- 
mat*8che Ausgabe des Diophant enthält , vermute ich, dab 
eine arge Verstflmmelung vorliegt und gebe den Sats in 
folgenden Worten: ,ytn jeder Reihe von PolygonaUahlen 
ist die Zahl 1 das erste Glied; das zweite Glied ist 
die Summe der beiden arsten ungeraden Zahlen, Ter- 
mehrt um das Produkt aus der ersten Dreiecksahl in 
die um 4 terminderte Anzahl der Ecken; das dritte 
Glied ist die Summe der drei ersten ungeraden Zahlen, 
vermehrt um das Produkt aus der zweiten Dreiecksahl 
in die am'4 terminderte Anzahl dar Ecken; n. a. w. Ina 
Unendliehe.^ 

Der 8ata wflrde also dia Formel 

p, . [1 + 8 + ft + . . • + (2ii -^ 1)] + /f^i (« -^ 4) 
liefern^ deren Richtigkeil eich Mehl darthttn liflii] 



*mm» fc f 
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Anhang. 



X. Vtcwtort» »Mm. 
Dm KoeffiaailMi der PoteiiiMi tob • in der Batwieklveg 



• • • 



dienen anch sor Definition der figiurierien ZaUen. Weiden 
dieee Koef&sienten der Kfine wegen mit 

(o)*"*' (l)' Ur- •• (i)'*' 
beteidmeti wird abo allgemein 



(?) 



i.t...k 
getetsty so ergiebt eich durcb Erweiiemng mit 1.2.8,.«(ai— 1) 

Denselben Wert erhält man aber auch für den (»— *]k)^ 
KoefBiient«n; also ist 



Weiter Ui 



also 



(T) - (r- .) 



« — i + t 



(T)+e'-.)-(r-.)(' + -n-(r-.)(=^f^)' 

oder 
(2) 



ft+("-0-("t') 



Anhang. 

Eiaa wiederholta Anwendung der Formel (2) liefert 
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C 



m -f n — 1\ _ /m + •• — 



)-(: 



")+(:+!-'). 



"(:+')-c)+C-0. 

und durch Addition dieser Gleichungen erhUt niui 

+(:±i)+-+(:±r*)- 

Die in den Formeln (1), (2), (8) enthaltenen Sitze genflgen 

hieir (Qr die Botrachtung der figurierten Zahlen. 

Man Tersteht nämlich unter der m^ figurierten Zahl 

tu*** Odnong den Ausdruck 

/m + •• — 1\ _ (1+w — >)(»>+* — «)*>*» . 
\m ) t,t....fa 

Die figurierten Zahlen m^ Ordnung sind also 
oder 



• • • 



- t-f » (m + tKw + i; (w+w~l)(« 4-w.-t) 

'I ' 1.1 » » l.t...« 

Fflr m «■ 1, 2, 8, . . . giebl diese Reihe die figurierten Z»hleB 
der Tereehiedenen Ordnungen. 
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6 



10 



16 



91 



10 



20 



86 



66 



16 



86 



70 



126 



*(• + !) 
l.t 


(i» + t)(ii + l)i» 
l.t.« 


(ii+«)(n + l)(n+l)« 


l.t. 1.4 

* 


(•i + 4)(fi + i)(n + t)(«+l)fi 


l.t. 1.4.» 
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Di« SgumilM ZiUM mnbn Oidmmg tbl db — Mtolicltf« 
Zahlen; di« Sgnmitmi Zakleii twaiter Ordang hdbm uch 
Dreieckiahlen, weil ihre Einheitoii in paiallelea Linien in 
gleichteitigeii Dieieckea luaaoiaieiigestdlfc wetdea ktenen, wie 
aus Fig. 1 auf Seile 322 eniehilick ist Ebemo k&niieii die figu- 
rierten Zahlen dritter Ordnung initleU dreiseitiger Pjrrmniiden 
sur Anicbanung gebracht werden; »ie heiben deshalb Tetraa- 
dralzahlen« Die figurierten Zahlen h&herer Ordnung laasea 
sich auf diese Weise nicht veranschaulichen« 

Die obige Tabelle der figurierten Zahlen kann mittels der 
in den Formeln (1), (2), (S) euthalteneu 8utse mit Leichtig- 
keit beliebig weit ausgedehnt werden* Die Formel (1), die 
auch in folgender Weise geschrieben werden kann: 

/* + («*- i+l)-l)\ _/«»-* + (*+ l)-l\ 

drückt aus, dafs die {w — k+iy^ Zahl t*^ Ordnung gleich 
der (ifc^sD^^ Zahl (w - kf"' Ordnung ist. 

Die Formel (2) lehrt,, dafs man durch Addition der V^ 
Zahl n"^ Ordnung und der (k — 1)*^ Zahl (» -f 1)^ Ordnung 
die il^ Zahl (n -f l)"" Ordnung erhält 

Endlich geht aus (3) hervor, dafs die l^ Zahl n**' Ord- 
nung sich ergiebt, wenn man die k ersten Zahlen (n — 1)^' 
Ordnung addiert. 

Auch macht jetst der Beweis des von Fermat in der 
Anmerkung au IX gegebenen Sataes keine Schwierigkeit. Der- 
selbe lautet in gana allgemeiner Fassung: 

Wenn man die (n + 1)^ figurierte Zahl m^ Ord- 
nung mit n multipliziert, so erhält man daa (m -(- 1)- 
fache der n^ figurierten Zahl (tn 4- 1)**' Ordnung. 

Da nämlich die n** figurierte Zahl m^ Ordnung gleich 

^"•jf' ^ *" *)("• + a -^ ^) » ■ » n 
1.8.". .M 

ist, so wird die (n + 1)** figurierte Zahl wf^ Ordnung gleich 

.("? + ?)(• + ••":.*)•••(* .+J!i 

und die n^ figurierte Zahl (tn -f- 1)^ Ordnung gleich 
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Min; offenbar ist aber 



(m + w) . . > (w + 11 _, /-^ j. |\ (ta + ft) *j^n_ 



Polygonaliahlan» 

Zu den figurierten Zahlen im weiteren Sinne des Wortes 
gehören die Polygonaleahlen. Wie wir olien ans der Formel 

(3) entnommen haben, ist die m^ Dreieckzahl gleich der 

Summe der Zahlen 1| 2, 3|*..y m, also gleich ^^ \ ' * Die 

Dreiecksahlen geben also aus der Reihe der natdrlichen 
Zahlen^ d. i. der mit 1 beginnenden arithmetischen ReibOi 
deren Differena 1 ist, herror. 

Wenn wir ebenso, Ton der Reihe mit der Differens 2 

(4) 1, 3, 6, 7, •.. 

ausgehend, eine neue Reihe bilden, deren V^ Glied die Summe 
der h ersten Glieder Ton (4) ist, so erhalten wir die Vier» 
ecksahlen, Und da das V^ Glied Ton (4) gleich . 

l + (*-l)2 — 2ik— 1 

ist, so ist die V^ Vierecksahl [1 ^ (2t - 1)] j — P» die 
Reihe der Vierecksahlen also 

(6) 1, 4, 9, 16, ..., *•. 

Auf dieselbe Weise entsteht aus der Reihe 
(6) 1,4, 7, 10, ..., r+(ft--l)8-8ft-.2 

die Reihe der Fflnfecksahlen 
(I) 1,6, 12,22, ...,2i=i)», 

aus der Reihe 
(8) 1,6, 9, 18, ..., 4ft — 8 



ie Reihe der Sechsecksahlen 



•M i 
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(9) 1|0, 16, S8, . . ., (2i - l)ft, 
und allgemeiii ist 

(10) 1, a, 8a-8, Oa — 8/ 10a- 16, .•., • ^-^-• jMt 

die Reihe der a-eekiahlen. Der gemeinaame Namen der 
DreieckzaUen und der Zahlen der Reihen (5), (7), (9), (10) 
ist Polygonaliahlen. Sie lassen sich dureh die naehstehen« 
den Figuren Teranschaoliehen: 




»ff. t. 



I • ■ I 
I ■ > • ■ 



Hfglgjll llttltB 



ITItVMkSftlllHk 



ng.t. 



.4 



\ 







Afthaaf. 
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D« die i^ (a + l)eckzAl — L+ilrr^^if-JT. « jfc ; aie »•• 
•-eeksaU — * + <* --^^^t« - »> ft i,t, to ergiebt sich fllr dte 

Different beider — /^— , d. i. die (Jk — !)*• Dreiecksahl. 
Dieter Sats erleichtert die Bildung der Polygomlsahlen: 
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7 
~8 

10 

• 


6 
9 
12 
16 
18 
21 
24 
27 
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10 
16 
22 
28 
84 
40 
46 
52 

• 


15 


21 


28 

.49 

70 

91 

112 

138 

Im 

176 

• 

21 


86 

64 

~92' 

120 

148 

r76 

204 
282 

• 

88 


45 

81" 

117 

Im 

189 
225 
Ml 
207 

» 

86 


55 
100 " 
146 
190 
285 
"280 
826 
870 

• 

45 
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25 
85 
45 
55 
65 
76 
86 
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36 

"öl 

66 

81 

06 

111 

126 
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XL Lagr auf«'« B«w«ifl 6m BalMi, dSM J«te gßaam BaIü« dlt 
niohl Mlbd tlae Quadrstnlii M^ Mk tu Ttor oämt wMiig«r 

gMUM Quadratsalileii BMrfillaii .liatii 

• 

§ 1. Ober die Aufeinaiiderfolge Ton Retten und 
Nichtretten in der Reihe 1, 2» 3, ••«, (p —- 1) fflr die 
Primiahl p alt Modul. 

E« beseichue Urt wie oft in der Reibe 

(i) 1,2;», ..., (p-1) 

Auf einen qutdratiachen Re»t cm Re«t folgt Ebenso werde 
durch i^, Nrt iV« tuegedrdckt, wie oft in (1) besiohungeweiie 
euf einou Iteet oiu Nicbtrcst, auf einen Nicbtrett ein Reit, 
auf einou Niebtreet ein Nicbtre«t folgt Dann ist offenbar 

(2) lt, + U^^Nr + jr,^p-2. 

ht nun a ein Niebtreet der Reihe (1^ der aber <i> — 1 sein 
müge, und wird eine sweite 2alil ß durch die Kongruens 

aßzrzl (moA.p) 

bestimmt, so mufe auch ß ein Nichtrest eeili, da das Produkt 
aß ein Rest, uEmlich 1 eein toll. Ware nun ß^^p — 1^ 
also a(p— 1)ei: 1 (mod.|)), so mOfete a=E— l==:|i— * 1 (moiLji) 
•ein, was der Voraussetzung widerspricht Es ist daher auch 
/}<j)— 1. Wenn jetst a^l ein Niebtreet ist, so mufs 
ß+\ . /} + a/} : :fi(tt + 1) als Produkt sweier NichtresU 
ein UoNt sein. Ist dttgegeu a ^ l ein Rest, so uiufs /} -}* ^ 
ein Nicbtrost sein, tio oft also die Zuhlen der Reihe (1) 
«,0 + 1 vitio Einheit fdr JV« (oder iir) liefern, so oft tiefern 
ß, ß-i-l eine Einheit fUr K (oder ^«), und daher ist 

(») Nr - N^. 

Es sei Jetst erstens jp von der Form 4ii -f* 1| in welchem 
Falle bekanntlich p — 1 ein Rest ist und die Zahlen m und 
p — m gleichzeitig Re»te oder Nichtrcsto sind. Ist dann « 
ein Rest und a -f" ^ ^^^ Nichtrest, so wird ji — a — 1 ein 
Nichtrcst, |> — a ein Rest sein. Jeder durch die Folge a, 
« + 1 gelieferten Einheit von B» entspricht also eine durch 
die Folge p — a — 1,|> — s^ gelieferte Einheit Ton Nr, und 
somit ist in diesem Falle 

(4) Ä.-JV;. 



(6) 
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Dft 61 ferner ^-|— Rette und ebenso Tiele Nichtreete giebt^ 

nnd A% anf jeden Nichtrest entweder ein Reet oder ein Nieht* 
reit nnd auf jeden Rest (mit Aosnabme des lotsten, der gleich 
1» — 1 ist) gleichfalls entweder ein Nichtrest oder ein Rest 
folgt» so ist weiter 

Aus (3), (4), (6) erh&lt man leicht 

(6) Ur-«^, Jt-JV;--«.-^^'- 

Zweitens sei ji von der Form 4n -f- 8. In diesem Falle 
ist p -^ 1 ein Nichtrest und j» — m Rest oder Nichtrest| je*, 
nachdem m Nichtrest oder Rest isL Wenn daher « ein 
Niehtresti « + ^ ebenfalls ein, Nichtrest ist, 90 dafs die Folge 
«I « + 1 ^^ Einheit fOr Nm liefert^ so wird ji — sc — 1 ein 
Rest und j» — « ebenfalls ein Rest seiny so dafs die Folge 
p — u — i|P — « eine Einheit fttr Rr giebt Bs ist also 

0) y.-Ä. 

Da nun femer jetat 

ist, so ergiebt sich leicht [aus (8), (7), (8)] 

(9) A-2V;-2V,-i«^, R.^9±l. 

Die AusdrOcke (6), (9) lassen erkennen, dafs tdr p>6 
jede der Zahlen A., /Za, Nr$ lfm einen ton Null terschiedenen 
Wert hat . 

Wird sUH (1) die Reihe 

(10) e, 2e, 8e, . . ., (p — l)e 

genommen, wo e eine beliebige durch p nicht teilbare Zahl 
bedeutet, so sind twei entsprechende Glieder Ton (1) und 
(10) gleichteitig Reite oder NichtrestCi wenn e ein Rest von 
p ist Ist dsgegen ein Niditrest Ton p^ 90 ist ton twM 



(8) 



•nttpreolitadtii Oliaclani von (1) und (10) das aina tin Beii| 
das «ttdert «ia Niebtr«tt 

I 9. AttflStung dtr Kongrueni 

a«* + b/ + '— •' (luod. ji). 
Wenn h und — e denselben quadratischen Charakter in B«« 
liehung auf den Modul p haben (sugleich Reste oder Nichi* 
reste sind), so ist die Kongruens 

fty* + c =i^ (moA |>) . 

möglich und liefert zwei Werte fttr y, die in Verbindung mit 
X ■■ swei Lösungen der vorgelegten Kongruens ausmachen. 
Haben a und — e denselben (|uadratiscben Charakter f&ir 
den Modul p^ so kann man y ■-« annehmen und die äuge- 
hörigen Werte von x durch die Kongruenz 

ujc* ^ c . .0 (uiod.ji) 
bestiuimen. 

Um die übrigen Lösungen zu erhulleni bilden wir die 

Iteibe der Vielfachen von c 

c, 2c, Jlc, .••• (i* "" 0« 
uud wilhleu zwei auf oiuauder folgende Glieder dieser lleihe 
a und a 4* ^1 von denen das • erste von demselben (|uadn- 
tischen Charakter wie a, das zweite von demselben quadrn* 
tischen Charakter wie — b ist. Für jedes Paar lolcher Werte 
a und a -f ^ liefern dann die Kongruenzen 

ax*~zaf — iy*rr": a 4- c(niod.|>)f 

Werte von x, y, welche die vorgelegte Kongruenz befriedigen ; 

denn da 

— ly' — aaf irj.- « -|- c — a 113 c, 
also 

rij^ -f" iy" il — e (mod. j)) 
ist, 80 wird 

öx« '^by^ '{■' ci.iO (mod. p) 
sein. 

Wenn umgekehrt {, ij Lösungen der vorgelegten Ktmr 

gruenz sind, also 

(— lq«)-^(a6«)==c(mod.p) 

ist| so sind a(' uud — I»q', da die Reihe 

c, Sfc, 3c, •••, {p— \)e 
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die Rette aller Zahlen Ton 1 bis p— 1 enthälti auch iwei 
auf einander folgenden Gliedern dieser Reihe naeh dem Modnl 
p kongruent Es wird also jede Wurzel auf dem dargelegten 
Wege erhalten werden. 

Beispiele. 

L 6Ä»+lly« = 10(mod.l9). 

Da 6 Rest^ 11 Rest, 10 Nichtrest von 19 ist, so kann weder 
X noch jf gleich angenommen werden. Wir bilden jetat die 
Reihe der Vielfachen ton — 10 :~^ 9 und fügen der Deutlich- 
keit halber Jeder. Zahl ihren qusdratischen Charakter bei, 
indem wir unter jeden liest 4"^ ^^^^ J^^^n Nichtred --- 
schreiben: 

16, 6, 

+ . + 
2, 11, 
- - + 

Nun ist 6 Rest, — 11 = 8 Nichtrest; wir haben also die 
Kongrueoaen 



0, 18, 8, 
+ 



17, 7, 
+ + 
12,. 



16, 6, 

- + 
1, 10. 

+ - 



14, 4, 18, 8, 

- + - - 



I 



6*»= 9 
-lly» = 18 

n IBmb, and dieae liefern 

±x ^. 18 
±y=- 8 



6 
16 



6 
14 



4 

18 



1 
10 



I 




16 



18 
4 



4 

2 



2 
14 



n. 3«* + 6y* ~ 18 (mod. 19). 

|±«~6 2 9 8 3 
l±y = 2 7 6 1 



I 



III. x* + y* + l = 0(mode4S). 

±»= 1 2 1 7] 21 19 8 
±y = 16 9 ! 6 17 5 8 



[NatQrlich lassen sich in diesem letsten Beispiel auch x und 
y gegen einander Tertanschen]. 

§ a Ober die Zerfillung ddr Zahlen in Tier 
Qnadrate. Nach diesen Vorbemerkungen gebe ich Lagrange's 
Beweis des Sattes, dafs sich jede ganae Zahl, die nicht selbst 
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•106 Quadratiabl bt, in Tier oder weniger ganse Qondtmtf 
lahlen xerfilllen Iftliit. 

Die von Euler (CommenUtionee Algebnicme CoUectMi 
Ii p. 648) gegebene Identitit 

(«• + v + tM^ ^t)(^ + ^ + yi + a«) — 

(aa ^hß + cy + ddy + (aß — fr« — cd + dyf 
+ (ar + td — c« -^ dßy + (ad -. ty + r/l - dmf 

lehrt, dah der Sati von jeder sttsammengeaetiien Zahl gilt| 
sobald er fttr die einzelnen in dieselbe aufgehenden Prim? 
sablen besteht Unsere Betrachtung kann also auf Primsahlen 
beschrüukt werden. 

HUfssatz. Jede Zahl» wel^she in die Samme von 
vier Quadraten aufgeht, die priui zu einander aind, 
ist selbst die Summe von Tier Quadraten. 

Beweis. Die Zahl p möge in die Summe 

^« 4- 1/« + C« + D« 

aufKeheUi und es seien A, li^ C, D prim zu einander. Sind 

dann a, b, c, d die absolut kleinsteu Iteste von A, B, Cp Jß 

fOr den Modul p, also der absolute Wert jeder der Zahlen 

1 * 
^9 ^f ^9 ^' < ^Pt »^ B«*** P ^^^ "* «• + 6* + e* + iP nu^ 

d. h. es ist 

wo ji| eine ganze Zahl bedeutet. . Da nun 

a« + t« + «* + d«<4(f)', 

also 

PPi<r^ 
ist, so mufs 

Pt<P 
sein. 

• Wftre i>i •* 1| so wflrde (1) in 

a« + t« + c« + il« — p 

übergehen, der Satz wftre also bewiesen. Ist dagegen |i^ > 1, 
so mögen Hn b|, d^p d, die absolut kleinsten Reste tob 
a, (, C| li fttr den Modul P| bezeichnen, so dafs also der 

absolute Wert jeder der Zahlen «u ^n ^i i^i <'rj>t ^^ ^ 



(4) 
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nim j»| wegen (1) in o' + &' + ^ 4*' * aufgeht» §0 molli auch 
«/ + 6|^ + €i^ + rf/ durch p^ teilbari etwa 

(2) V + V + V + ^^-AA 

•eitt, wo A ^B* ganse Zahl bedeutet| die <ji| iiL Dureh 
HultiplikatioB Ton (1) und (2) erhält man jetit 

•(8) «t + ^ + yl + dt.jip/lJ^, 

wo naeh der oben angegebenen IdentitSt 

a ■■ aa^ + hb^ + ^^i 4" ^^i 

fi mmm ff ft^ — ftflg — Cd| + rfC| 

ist Nun können On 6|, e^, <fg alt Rette von (i| (^ e^ d für 
den Modul J9| beziehungtweite dureh 

etteUt werden^ wo l*, t'i, t|, Xr, gtnse Zahlen bedeuten} dann 
ergiebt eich leicht 

er «■ |i^(p -. oJb — W| — et, — rfii)t 
/» — JPt(— ö*i + ftt + c»i - rf*t), 

y — JPi (— «*t ~ t^i + «* + rf*i)i 
« — Pj(— flX-^ + M^ — (•Jkj 4- dJfc). 

Da eomit jede der Orofsen «, /}, ^^ tf den Faktor p^ enthalt» 
•o kann, die Gleichung (3) durch jp/ gehoben werden, und 
man erhUt 

(5) «.•+V + «i* + rf,«-pp„ 

wo Uli ft|| f^i ff, die durch Unterdrückung Ton P| aue «, /!, ^r, tf 
entatandenen Zahlen find. Die Oleichuhg (6) hat dieielbe 
Form wie (l){ ea iit aber a <Pi* Wenn Jetst A ■" 1 iit, 
io Ist p naeh (6) die Summe Ton vier Quadraten. Iit da* 
8^8^n P%>^f ^ Terfahren wir mit (6), wie wir mit (1) Te^ 
fahren, und gelangen su einer neuen Gleichung 

(6) V + V + V + c^'-i'A» 
wo jik<A iai D» j>u Ptt Ptt»»' <(»• abiiehnieiKl« Reihe 
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gaiiMr poaitiTtr ZaUon bild«ni lo mulii wdlick einmal ün 
Pm'^l eraeheinen, d, h. et malb neh 

ergeben, p iet eomit die Bamme tob >ier Qnadniteii. 

Lehisati. Jede Primsehl iet die Bamme Ton vier 
oder weniger Qaedraten. . 

Beweie. Wir betrachten die Kongmeni 

«" + »*+ 1 ^ (mod,p). 

Da 1 ein Reet und — 1 ein Rest oder Nichtreet iat^ je naeli- 
dem p die Form 4h + l oder 4ii 4* 8 hai^ so giebt ee jedea- 
mal eine Löeungi so oft in der Reihe 

1| jSf «1| • • •$ P ** A. 

im ereteren Falle auf einen Reet ein Rest, im «weiten Falle 
auf einen Keet ein Nichtreet folgt Die Kongmeni hat daher, 
eobttld p> b iflt| immer wenigntens eine liueuug. Jede Prim- 
sahl| die > 6 iet, gebt aUo in a^ ^ ff* -^r l, allgemeiner ia 
die Summe von vier Quadraten auf, die prim lu einander sind, 
iet tfonüt selbst die Summe von vier oder weniger Quadraten. 
(Vgl. auch Gaues, Disquisitiones, 21>3.) 



IIL Die arithmetieohen Splgramme der grieohieohen 

AnUiologie. 

Im Anschlttfii an die 83. Aufgabe des 6^ Buches 
Sachet 46 damals cum grofsten Teil noch unveröffentlichte 
Epigramme aus dem Palatiuischeu Kodex der grieehischan 
Anthologie mit, welchoi um das Epigramm 46 vermehrt| in 
den Ausgaben dieser Anthologie von Brunck -Jacobe (Leipsig 
1813—1817) und DUbner (Paris 1864— 1872) abgedruckt 
sind. Eine vollständige Obersetzung hat Zirkel 1853 im 
Programm des Bonner Gymnasiums gegeben. Wenngleich 
einige dieser Epigramme keinen grofsen Wert beanspruchen 
können, so wird vielleicht doch dem einen oder anderen Leser 
eine vollstilndige Mitteilung derselben willkommen sein. Einige 
sind von Zirkel so vortrefflich Überäetzt, dafs ich nichts 
daran zu ündem hatte. Die fibrigen habe ich neu fiberaetst. 
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Dßhei habe ich es ftlr richtig gehalten, lieber einen unwich^* 
tigen Aoedmcky den der Dichter wohl nur des Yeramafees 
wegen eingeschoben hat, unObersetzt zu lassen, als der deutschen 
Sprache allzasehr Gewalt anzuthun. Der Vollständigkeit wegen 
habe ich auch eine Obersetzang des Ton Lessing 1773 aas 
einem Kodex der Bibliothek zu Wolfenbattel yeroffentlichten 
uRinderproblem des Archimedes'' beigefttgi Was das Ge- 
schichtliche betrifft, so sei auf Nesselmanni p. 477 ffl nnd 
Cantor, p. 3938*. yerwiesen. Das Pn>blema boTinnm haben 
Krumbiegel nnd Amthor (Zeitschrift fQr Mathematik nnd 
Phjsiky Bd. '25) sowohl in philologischer, als aoch in mathe- 
matischer Hinsicht erschöpfend behandelt 

1. 

Edler PjthagoraSy du Helikonischer Spröfsling der Musen, 
Bag' mir, ich bitte dich d'rum, wie yiel auf der Wissenschaft 

Kingplatz 
jQnger dir weilen im Haus, gar eifrig erstrebend den Kampfpreis. 

Sagen will ich es dir, ö Polykrates. Siehe, die Hälfte 
Treibet die schöne Mathematik; dagegen ein Viertel 
Mflbet sich um die Natur, die unsterbliche; weiter ein Siebtel 
Gänzlich im Schweigen yerharrt, bedenkend, was sie temehmen. 
Z&hr drei Frauen hinzu, aus denen Theano herrorragt: 
So tiel leite zu Priestern ich an der Pierischen Musen. 

[28] 

2. 

Einst sprach Kjpris zu Eros, der niedergeschlagen daher kams 
Welcher Kummer beschwert dich, mein Kind? Er entgegnete 

also: 
Eben kam ich vom Helikon her, mit Äpfeln beladen; 
Doch die haben die Musen geraubt und sind dann entflohen« 
Kleio nahm mir ein Ffinftel, Euterpe ein Zwölftel der Äpfel; 
Femer ein Achtel Thaleia, die hehre; ein Zwanzigstel dann Hoch 
Nahm Melpomene weg; Terpsichore atahl mir ein Viertel, 
Und Erato ergriff als ihren Anteil ein Siebtel 
Polyh/mnia hat mir dreifsig Äpfel geranbet, 
Hundert und zwanzig sodann Urania; mächtig belastet 



I , 
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Schlich Kalliope fort mit drainiAl hundert der ÄpfeL 
Heiin nun komm' ich in dir, tchnn' herl mit leichteren Binden} 
Liefsen die Göttinnen doch blofe fünfsig Äpfel mir 

[33eOJ 



8, 

Körbe mit Äpfeln trugen die Chariten einat^ nnd in 
Waren der Äpfel die n&mlicbe Zahl Es begegneten ihnen 
Die neun Musen und baten um Obst Da gaben sie jeder. 
So dafs jede der neun und der drei dann hatte dasselbe. 
Sag', wieviel sie terteilt, dafs allen die nSmliehe Zahl ward, 

1 Hatte jede Charis anfangs i Äpfel, so kam j auf 

jede der 12 Göttinnen.] 



4. 

Schmied' mir die Krone und mische das Gold mit dem Kupfer 

tusammen, 
Zinn auch nimm noch dazu und mühsam bereitetes Eisen. 
Sechzig Minen sei das Gewicht Das Gold und das Kupfer 
Wieg* xwei Drittel des Ganzen; das Gold mit dem Zinn dagegen 
Sei drei Viertel; aber das Gold und das Eisen zusammen 
Wiege der Fünftel drei. Wohlan, nun sage genau mir, 
Wieviel Gold du mubt nehmen und Kupfer, zu treffen din 

Mischung, 
Welches Gewicht an Zinn uud welches endlich an Eisen, 
Dafs du schmiedest genau von sechzig Minen die Krone. 

{Gold 30 1, Kupfer 9j, Zinn 14|, Eisen ö|] 



6. 

Von der silbernen Schale, o Schmied, ein Drittel und Viertel 
Sollst du nehmen, und dann thu' noch ein Zwölftel dazu. 

Wirf das Metall in den Ofen und rühre die Masse gehörig. 
Eine Mine er wieg*, ziehst du den Klumpen heraus. 

II ii 
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6. 

a. IgIi bin detn xweiten und dei dritten Drittel gleich« 
& Ich bin dem dritten und des ersten Drittel gleich, 
e. Dnd ich des sweiteli Drittel und der Minen lehn* 

[46, 87|, 22l] 

7, 

Die tarnend Statenii die ich mir erworben hab'i 
Befehl' ich, sollen beide Söhn' sich teilen so: 
Des echten Sohnes Ffinftel nm zehn grSfser sei, 
Als Ton des Bastards Erbe ist der vierte Teil. 

(577}, 422|] 

• 8. 

Kr5sQs hat sechs Schalen gewidmet; sie wiegen sechs Minen, 
Eine Drachme dabei wiegt jede folgende mehr. 

[Die leichteste 97y Drachmen; 1 Mine ■>■ 100 Drachmen] 

9. 

o. Trefflichster Künd'ger der Zeit, wiefiel ist Tom Tage 

terflossen? 
6. Doppelt so riel bleibt als iwei Drittel der Zeit, die Tcrstrichem 

10. 

Warum drohest du denn mit Schlagen mir wegen der Nüsse, 
Mutter? Es haben darein sich die artigen Madchen geteileL 
Siehe, Melission hat swei Siebtel der Müsse genommen, 
Titane drauf ein Zwölftel; ein Sechstel und Drittel dagegen 
Nahmen Astyoche sich und Philinna, die lustigen; awansig 
Packte TheUs sodann, die Rinberin, twölfe noch Thisbe; 
Olauke jedoch — da schau, wie sie lacht — sie hftll in den 

Binden 
Elt So ist dies die einiige Nub, die mfar noch gebliebeiL 

[886] 
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11. 

Wo sind die IpM geblieben, mein Kind? Zwei Beehstel beritsel 

Ino, ein Aebtel Jedocb nebm eicb Semele hin« 
Aatonoe ein Viertel mir raubt', Agene dagegen 
Rifi mir ein Fünftel Tom Scbofe, macht' eich dann lehlen* 

nigst daTon. 
Für dich sind xehn Äpfel noch da; f&r mich aelber dagegen 
Wahrlich, bei Kypria ich ichwör^i, hab' ich den einen nur noch« 

[120] 

12. 

ilyrto verteilt' an die fVeundiunen einet die gepflficketen ÄpfeL 
Cbrjeie erhielt ein Fflnftel davon und Uero ein Viertel, 
Dann den neuniehnten Teil Psauiathe, Kleopatra ein Zehntel; 
Aber ein Zwanzigstel gab eie der lieblichen Parthenopeia. 
Zwölf blob erhielt Euadne; es blieben nunmehr f&r eie gelber 
Hundert und swanzig nur noch von der grof«en Menge der ÄpfeL 

[380] 

13. 

Ino und Semele teilten an sw5lf befreundete Jungfrau'n, 

Die sehr baten darum, liebliche Äpfel einst aus. 
Grad war die Zahl der Äpfel, die Semele schenkte den sechsen, 

Ungrad Inos Zahl; freilich verteilte sie mehr. " 
Ino gab drei Siebtel au drei der Freundinnen; femer ^^ ' 

Wurde ein Fünftel noch' iweien von ihnen tu teil. / 
Astynome nahm elf der Äpfel; es blieben tOr Ino 

Nur noch zwei, die sie könnt' bringen den Schwettem 

nach Haus. j 

Somele gab an der Freundinnen vier zwei Viertel der Äpfel, j 

Und ein Sechstel sodann schenkt' sie der fünften als .Teal{ 
Eurychore erhielt vier Äpfel; es blieben zuletzt ihr 

Vier von der ganzen Zahl, deren sie könnt' sich erfrema» 

[Ino 30, Semele 24J 

14. 

Schwer mit Nflssen belastet dort stand der gewaltige Nnfsbanm. 
Nun hat Einer ihn plötzlich gefällt; jedoch was erzahlt er? 
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Von den Nfissen mir nahm ein Ffinftel Parthenopeiai 
Und ein Achtet trag Philinna daTon; Aganippe 
RaabV ein Viertel; es freut tich des siebenten Teils Orithyia, 
Und Earynome pflückt' ein Sechstel sich ab Ton den NOssen. 
Hundert und sechs ergriffen die drei Chariten; die Musen 
Mahmen sich neun mal neun. Nur sieben blieben noch Obrigi 
Welche du hangen dort siehst an den höchsten Spitzen der Äste« 

[1680] , 

16. 

Wer Ton Oades cur Stadt auf den sieben Hügeln will gehen, 

Hat ein Sechstel des Wegs, bis an den Bätis er kommt; 
Von da ist ein Fünftel su Pylades Pbokischem Lande, 

Das von Rindern yoII, hat auch den I7amen davon. 
Weiter ein Achtel des Wegs, und er kommt sum Pyrenegebirge, 

Ein Hnndertswantigstel brauoht*s dann, um hinüber zu gehn. 
Zwischen Pyrene darauf und den hochgegipfelten Alpen 

Liegt ein Viertel, und nun kommt sdion Ausonisches Land. 
Jetzt ein Zwölftel es ist, bis erscheint des Eridanos' Bernstein* 

Hast du der Stadien zweitausend zurück noch gelegt 
Und fünfhundert dazu, o Glücklicher, wende den Schritt dann 

Hin zum ersehneten Ziel, zu der Tarpejischen Burg. 

[tfiOOOJ 

10. 

• ■ 

Weh', ich habe entweiht der Dike heilige Binde, 

Zu sehr schauend nach dir, alles bezwingendes Gold. 
Nichts besitze ich nun; denn trotz ungünstiger Zeichen 

Gab ich ohne Bedacht vierzig Talente dem Freund. 
des wechselnden Glückst Noch die Hftlft' und ein Drittel 

und Achtel 
War mir geblieben, nun ist alles in Feindes Besitz. 

[960] 

17. 

Nimm ein Fünftel des Erbes, mein Sohn; dir aber, o Oattiui 
Werd' ein Zwölftel >u Teil; doch des terstorbenen Kinds 
Söhne, tier an der Zahl^ die beiden Brüder, die Mutter» 



Jtd«r TM »dM» Otld' mIum da Blftd Mh hin. 
Zwölf Tdmito tolka di# laebmi Vtttcm erUttoi, 

Und d«r tnmte Frmmd Sabuloi neluiie ndi filBf. 
ITrtiliett and Ersate erluilto das trana Gesbd«^ 

(jobn fiBr geleittata Diensf { ihnan geba ich diei: 
Fllttf und swaniig der Minen sei des Qnesinios Erbe, 

Dup mein Dsos, jedocb sollst dich an swansig erfreun. 
Fttnfsig erbalte Byros, sehn SynetCi Tibios achte, 

8ynetoS| Byros Bohn, werden noch sieben xn Teil. 
Dreifsig Tslente sodann nehmt für die Bchmackung des Grsbei^ 

Und damit ihr dem Gott opfert der Unterwelt; 
Zwei Tslente sei'n für den Scheiterhaufen, die Mahlseit 

Und das Liimeni und awei sei'n für die SchmClckuug des Letba 

iOtiO; 1 Talent — 60 Minen] 



18. 

Ich GrabhUgeli ich berge die UnglQckdkinder Philinnai^ 
Welche deren so viel brachte vergeblich aur Welt 

JOnglingo waren ein FOnftol| ein Drittel waren noch Jangbas^ 
Dann der Töchter noch drei, welche erst kflnlich vermiUt 

Endlich waren noch vier, des Lichts und der Stimme entbckwa^ 
Welche sum Acheron hin sanken der Mutter vom SeheüL 

[16J 



19. 

Hier dies Grabmal deckt Diophantos — ein Wunder m 

Durch arithmetische Kunst lehret sein Alter der 
Knabe an sein gewfthrt dn Sechstel des Lebens der Gatt 

Ab dann ein Zwölftel dahin, liefe er ihm sprossHi 
Noch ein Siebtel, da steckt* er ihm an die Fackel der 

Und f&nf Jahre darauf teilt* er ein Söhnlein ihm an. 
Wehl nnglQcklichea Kind! Halb hatt' es das Alter 4tm T 

Erat erreicht, da nahm's Hades, der schanrigc^ 
Noch vier Jahre ertrug er den Bchmert, der W 

lebend 

Und nan sage das Ziel, weldies er selber 

[84J 
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20. 

• 

Sage, wie lange gelebt hat Democharesi welcher ein Viertel 
Knabe war, JOngling ein FQnftel und Mann.ein Drittel des Lebent. 
Als er dann wurde. ein Grein mit frrauem Haare, da lebte 
Dreisehn Jahre er noch, und erreicht war die Urenze des Daseins« 

im 

21. 

Wie mich der Bruder betrog, der die Tom Vater ererbten 
FUnf Talente durchaus wider das Recht hat geteilt 

Von dem, was er sich nshm, sieben Fünftel des Elftels nur 

hab' ich, 
Thrinen rergiersend. Zeus, tief ist der Schlaf, den du 

schläfst 

r «7 S5-| 

22. 

Jemand, welcher durchfuhr die weite Fläche des Meeres, 
Sprach zum Lenker des Schiffs: Wie weit noch ist es cum Hafen? 
Der erwiderte ihm: Sechs tausend Stadien sind es 
Vom Kretaischen Fels zum Sikelischen Berge Peloros. 
Nimm zwei Fünftel des Wegs, den, Schiffer, du jetzt bist gefahren: 
Doppelt so Tiel noch bleibt, bis in Sicilien wir landen« 

[Zurückgelegt 3333 J , übrig 2600 'j 

23. 

Vier Springbrunnen sind's. Der erste füllt den Beh&lter 
Tiglich, der zweite in zwei, der dritte in drei und der Tiefte 
In Tier Tagen. Wie lange wohl wfthrt's, wenn alle geöffhet? 

24. • ' 

In Tier Stunden Termag zu füllen den ganzen Behälter, 
Was ich ströme hinein, darum ofine mich gleich. 

Doch den Behälter zu füllen, um gleich Tiel Stunden mir nach steht 
Dieser inr Rechten, der Dritt* hier um das Doppelte gar. 

DIof lisBl, ArtllMMlik. Sl 
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Wmn clo beid« mit mir fweiiit llftt fli«rMii» ao fMkni 
Wir den Rehlltar dir flink. Nenn« die Zeit^ die ee wilirL 

[2^^ Stunden] 

2b. 

Bebaoi wie in Ers dasteht der Kyklop Polyphemoe, Wie kanefcreicli 

Hat ihm bereitet der Schmied Auge und Mund niid die Hand, 
ItShren Terateckend darin. Zu triefen aeheittet der Biese 

O&nslich f&rwahrl Noch jetxt ttrdmt ana dem Mund ihm 

der QuelK 
Jegliche Röhr^ iat geordnet: ea wird der Behälter gefallet 

Durch die U5hru der llandf wenn drei Tage sie flicf»t, 
Kinon gebrauchet das Auge, awei Fünftel genügen dem Munde, 

Wer kann nennen die Zett| weldie sie brauchen au drittV 



[i '»'•«] 



2(1 

Wie sie vermischen so flink iu dem Becken die herrlichen Fluteni 

Die Bwei Flüsse mitsamt Bromios' edlem Geschenk* 
Clans Terschieden jedoch ist der Strömung Stiirke; denn Neiloe, 

Fliefst er allein einen Tag, ftiHt er das Becken tum Rand| 
So viel Wasser entströmet der Brust Dagegen des Bakchoe 

Thyrsos, ergiefseud den Wein, braucht drei Tage dasu. 
Doch, Acheloos, dein Dorn Tollbringt es in «weien. Nun fliefaet 

Alle vereint, und ihr füllt sicher das Bocken geschwind« 

W^ib, wie has^ du der Armut vergessen t Es lastet doch immer 
Bittore Not auf dir, bringend den Stachel der Müh'n. 

Wolle s|iannst du doch früher für eine Mino des Tages, 
Und dein illteros Kind wob für, ein Drittel und Ein*; 

Auch die jüngere Tochter erwarb eine halbe. Zusammen 
Eine Min' ihr jetzt habt, ist das cum Leben genüg? 

Ln» 17' itJ 
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28. 

Wasser zum Bad ergiefsend wir drei Eroten hier stehen, 
Sendend dahin die Fluten des Bch5n hingleitenden Grabens. 
Ich hier rechts, ich fQlle aus weitgespanneten FlQgeln 
Dir das Bad schon in dem sechsten Teile des Tages. 
Jener links aus der Urne in Tier der Stunden es anfttlli 
Der in der Mitt' ans dem Bogen die Hftifte des Tages erfordert. 
Sage, wie kurz ist die Zeit, in der wir alle es fallen. 
Wenn das Wasser entströmt den Flflgeln, der Um' und dem 

Bogen. 
[lj\ Stunde] 

29, 

Backsteinfert'ger, ich wünsche gar sehr, das Haus zu rollenden. 
Wolkenlos ist der heutige Tag, und nicht riele der Backstein' 
Brauche ich noch; drei hundert im ganten nur sind es, die fehlen. 
So fiel' hast allein du in einem Tage gefertigt, 
Und zwei hundert brachte die tagliche Arbeit des Sohnes; 
Ebenso Tiele und fünfzig der Eidam lieferte. Wie fiel 
Stunden nun währt's, wenn rereint ihr drei euch macht an 

die Arbeit? 

[4 j Stunden] 

30. 

Thrftnen Tergiefst, eh' weiter ihr geht Hier sind wir begraben, 
Die des Antiochns Haus niederstflrzend erschlug. 

Schmapsend safsen wir da^ als der Gott den Ort uns des Mahles 
Schnell Terwandejt zum Grab. Vier Tegeaten es sind. 

Die hier liegte, Messenier zwölf und fünf noch aus Argot, ' 
Aber die HUfte der Gftst' war aus Sparta der Stadi 

Auch Antiochns selbst kam um, tob dem Ffinftel ein Ffinftdi 

. Waren Athener. Koiinth weint am den Hylas allein. 

[BO] 

81. 

Mit fünf Freundinnen spielt' Nikarete einst und Terteilte 
Nüss« an sie. Sie gab Kleb ein Drittel daTon* 



MO 

B«ppho «fliMt tin Vtortd, Amtodik« ein FOiilUli 
Aber TbMno ein Zwölftel uiul Zwmiiigstel mch. 

I>er PbiliiuiU si« tGlieiikt' vom 8eclisti»l ein Viertel} ik waren 
Obrig geblivbeu Ihr eie fCüil'sig der Nllnee uur noek 

(12iM>| 

na. 

Diodori du Leuobte der Atkroiioiuiei welob# Zeil Isl'i? 
Miuiitt drei Fauftel der Zeit| die vertlofoi teil fem Osten am 

Hiiamel 
Rollten dei llollue UKder debiSi und i&ble des fieroielt 
Die« ist nbrig voin Leuf bie hbi «um heti»erieeben Meere. 

[3 'i Stauden sind ferfloe»eu] 

83. 

Seliger Zeus, gefiel ee dir denn, dafs ibeeealieebe Weiber 
So weit trieben ihr Spiel? Ick eah'e, das Auge Selenes 
War entschwunden dem Blick. Es blieb Ton der Nacht bis 

Bum Morgen 
Zweimal so viel als ein Drittel und Siebtel der Zeit, die 

dabin war. 

[U^i Stunden der Nacht sind verde ssenj 

34. 

Sag' mir der Fixstern' Stand, und wie die Planeten an ilui«B 

Zogen vorbeif ale sur Welt kam mir gestern das Kind. 
Nimm ..swei Siebtel der Zeit| die seit dem Morgen ter* 

^^ flössen: 

Sechsmal so viel noeb bleibt bis sum hesperisehen See. 

[4^ Stunden des Tages sind Terfloeeen] 

35. 

Auf, Arbeiter I erwacht! Es ist .bell und Terstrichen ein 

FOnftel 
Von drei Achteln der Zeit, welche der Tag uns noch wÜirt» 

[tj Stunden des Tages suid verflossenj 



/ 



/ 
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86. 

Weh! der Vater ertrank in der Syrtis Lachen. Nach Hauae 
Fünf Talente jedoch hat der Bruder gebracht 

Una Ton der Fahrt Er gab ala Teil mir doppelt so Tiel ala 
Zweimal ein Drittel Ton dem^ was er selber behielt 

Doch die Motter erhielt swei Achtel unseres Anteils, 
Und so wurde fhrwahrt wider das Recht nicht gefehlt 

I 

37. 

f 

«• Ich nnd der Sockel, worauf ich stehe, wir wiegen nicht wenig, 
ft. Bbenso Tiele Talent' wieget der Sockel mit min 
d. Ich allein bin doppelt so schwer als der Sockel, der dir dient 
k Und ich wiege eogar dreimal den Sockel Ton dir. . 

[Die erste Bildatule 4 k, ihr Sockel k, die cweita 8i^ 

ihr Sockel 2 ij, 

88. 

a Gieb mir der Minen sehn, so fafs' ich dreimal dich. 
h. Gieb du mir sehn, so hab' ich fünfmal deinen Wert 

39. 

o. Zwei Minen gieb, und dopfielt hab' ich deinen Rest 
6. Gieb du mir cwei, und Tiermal fafs' ich dich. 



40. 

Homer an Ueaiod auf die Frage, wie grofs die Zahl der 
Hellenen war, die gegen Ilion au Felde sogen. 
Bieben Herde es. waren, gewaltig die Glut; denn es hürte 
FOnfiiig Spiefse der Herd, und an jedem Spiefs war em 

FleisehstOck. 
Aber ein jegliches StOck neunhundert Aohler umgaben. 

[816000] 
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41. 

Ich bin PhIImi (pnohuiM^t tu« Uoid. Dies braohtea sum Opfer 
Jaugliiigt% liabeud den Saugi dar mir ale Weihegeacheolu 

8ieke, die Hftlfte dea aolde gab her Chariitioe; Theepia 
Schenkte ein Achtel sodann, Solon den aehenteu Teil; 

Aber ein Zwanzigstel drauf noch Themison. Endlich, was fehlte, 
Neun der Talent* und das Werk gab Aristodikos her. 

[40 Talente] 

42. . 

Den Augoias eiuuial die gewaltige Kraft des Alkidon 
Fragt' uacli der Rinder Zahl, und jeuer eutgegnete also: 
Diu dos Alpheios Flut| des schuolleUi weidet die lUltlei 
Aber der achte Teil am Uag(*l| geweihet dem Kronos; 
Am Tarttxippos suduun ein Zwölftel noch, fem an der Qreuae; 
Auch eiu Zwauxigstel grast im altehrwttrdigen Klis, 
Und der dreifsigste Teil blieb in Arkadiens Fluren. 
Was uoch abrig der Herd', schaust hier du: fQnfaig im ganiMi 

[240 1 

43. 

Ich bin ein L5we Ton Erz. Am rechten Fufse die Sohle, 
Beide Augen, der Mund sprudeln das Wasser hervor« 

In zwei Tagen füllet das rechte Aug' den Behilter 
Und das liuke in drei, aber die Bohle in vier. 

äehon sechs Stunden genOgeu dem Mund. Wie lange wohl 

dauert's, 
Weim geiiffuet zugleich Augen und Sohle und Mund'/ 

[»in Stunden] 

44. 

Auf die drui Bildsäulen dos Zsthos, des Amphion und ihrer Mutter. 

Wir beide sind zusammen zwanzig Minen schwer, 
Ich Zethüs und der Bruder. Wenn ein Drittel mir 
Und Amphion den vierten Teil du nimmst, so kommt 
Der Mutter Schwere, sechs der Minen, grad' heraus. 

[Zethos 12, Amphion 8] 



/ 
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45. 

Schwer bepackt mit Wein eine Eselin ging und ein Maultier. 
Und die Eselin stöhnte gar sehr ob der Schwere der Bürde. 
Ihr Gefährte es sah und sprach ku dem Schzenden Tiere: 
Mutter, was jammerst du doch nach Art der weinenden Mftgdlein? 
(Hebst ein Pfund du mir ab, so trag ich doppelt so fiel, als 
Du trugst; nimmst du mir eins, gleich riel dann tragen wir beide. 
Rechne mir aus, Mathematiker du, was jeder getragen. 

[5,. 7] 

46. 

Sonne, Mond uud Gestirne im ringsum schweifenden Tierkreis 
Haben solches Geschick dir rerliehn: ein Sechstel des Lebens 
Sollst bei der lieben Mutter du sein, des Vaters beraubet. 
Dann ein Achtel um Lohn zu dienen zwinget die Mot dich 
Leuten, welche dir feind. Drauf kehrst du heim und erfreuest 
Dich ein Drittel der Zeit an Weib und Kind nach der Gdtter 
Willen. Es fallen* jedoch durch Skythische Speere die Gattin 
Und der geliebte Sohn. Du weinst toU Gram um die Teuren, 
Bis der Tod dich ereilt nach sieben und zwanzig der Jahre. 

[72 Jahre] 



' 47. 
Aufgabe, welche Archimedes unter den Epigrammen fand und 
den in Alexandrien mit der Untersuchung derartiger Dinge 
Beschäftigten Übersandte, in dem an Eratosthenes den Kyreoler 

gerichteten Briefe. 

Sage, Freund, mir genau die Zahl Ton Helios Rindern. 

Sorgsam rechne mir aus, wenn dir Weisheit nicht fremd| 
Wieriel deren es waren, die auf der Insel Sicilien 

Fluren weideten einst, fierfach in Herden geteilt. 
Jede Herde war anders gef&rbt; die erste war milchweifs, 

Aber die iweite ergl&nzt' ton gans dunkelem Schwan. 
Braun war die dritte sodann, die tierte seheckig; in jeder 

Hatten die Stiere an Zahl weit das Obergewichi 
Und in solehem Yerhtltnis nun standen diese t die weifsen 

Glichen den braunen an Zahl und noch dem dritten Teil 
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Sftint der HiliU dar adiwanaii, o Fktandy iiitaniiiMDgaiioniiiiMi. 

Weiter der eckwarteo Meng^ war gleicli dem fierten Teil 
Und dem fllnfken der aeheck'gen, yermehrt uA eimtliehe braune. 

Endlich der ;;checkigen 8tier^ Zahl gleichsetzen du mulst^ 
Freund, dem sechsten und auch dem siebten Teile der weilsen. 

Noch gerechnet dosu simtlicher braunen Meng*. 
Anders Terhielt sich's jedoch mit den weiblichen Rindern: «• 

waren 

Die mit weifslichem Usar gleich dem dritten Teil 
Und dem vierten der seh würzlichen llinderi der Ktthe wie Stiere. 

Ferner die schwanen Kflh' waren dem fierten Teil 
Und dem füijiften der Herde der scheckigen gleich, wenn gerechnet 

Wurden sowohl die Kflh' als auch die Stiere dazu. 
Ebenso waren die scheckigen Kflh' ein Fdnftel und Sechstel 

Aller mit braunem Haar, wenn zur Weide es ging. 
Endlich die braunen KQh' ein Sechstel waren und Siebtel 

Von der gesamten Herd', welcher weifslich das Haar. 
Kaunst du sagen genau, mein Freund, wie viele der Binder 

Dort nun waren vereint, auch wie viele es gab 
KUhe von jeder Färb' und wohlgenährete Stiere, 

Dami recht tUchtig fflrwahr nennet im Rechnen man dich. 
Doch noch ziiblt man dich nicht zu den Weisen; aber wohlan nun^ 

Komm und sage mir au, wie sich dies weiter^ vorh&lt: 
Wenn die ganze Zahl der weifsou Stier' und der schwarzen 

Sich vereint', alsdann standen geordnet sie da 
Qleicli nach Tiefe und Breite; die weiten Fluren Hiciliens 

Wurden völlig gefüllt durch die Menge der Stier^. 
Stellte man aber zusammen die braunen und scheckigen, alsdaus 

Wurde ein Dreieck eneugt, einer stand an der Spitz', 
Und en fehlte keiner der braunen und scheckigen Stiere, 

Noch darunter man fand einen von anderer Färb'« ^'^ 

Hast du auch dies ausfindig gemacht und im Geiste erfaaaet^ 

Giebst das Verhältnis mir an, Freund, das bei jeder Hard* 
Findet statt, dann magst du stolz als Sieger einhergehn, 

Denn hell strahlet dein Ruhm nun in der Wissenschaft. 



/ 
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